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विद्यत-वेश्लेषिक रसायन की भारत में प्रगति” 


डा० रसेश चन्द्र कपुर 
रसायन विभाग जोधपुर विश्वविद्यालय, जोधपुर 


विज्ञान परिषद्‌ की आज की अनुसन्धान गोप्ठो की अ्रध्यक्षता के लिए आपने मुझे आमंत्रित 
किया, यह मेरे लिए गोरव की बात है । इसके लिए परिषद्‌ का आ्राभारी हूँ । 
विद्युत-व श्लेषिक' रसायन में मेरी रूचि वर्षों से रही है | यहाँ भारत में इसकी प्रगति के सम्बन्ध 
में कुछ बातें कहना चाहूंगा । 


विद्युत-त्रेश्लेषिक रसायन ऐशा विषय है जिसमें श्रनेक तकनीकों का उपयोग होता है, विशेषतया 
पोलैरोग्राफी के कारण पिछले पचीस वर्षो में इस विषय की लोकप्रियता काफी बढ़ गई है। पोलैरोग्राफी 
का आविष्कार श्राज से 30 वर्ष पूवे प्रोफेसर हेराजेस्की ने चेकोस्लोबाकिया में किया था। उस समय 
तक वेश्लेषिक रसायन में किसी वद्युत तकनीक का उपयोग नहीं होता था परन्तु क्रमशः इसमें अनेक 
तकनीकों का समावेश होता गया । इनमें विभवमिति' (?0६०ए४०7राथ7७), चालकतामिति (००४८प८८०- 
7०॥०:7५ ), पोलरोग्राफी (20970872]279) , विद्यतभारमिति (7०८४६:श९६४१३०६7०ए), कालऐम्पियरोमिति 
(०॥70702096:6फ्ारए५ ) कोलविभवमिति (०॥7७70]0066 एरत027ए हा उल्लेखनीय हैं । श्रब 
बेश्लेषिक रसायन में विद्युत उपकरणों का प्रचुरता से उपयोग होने लगा है जिससे तत्वों तथा अनेक 
यौंगिकों का न्यूनतम मात्रा में निश्चयन संभव हो सका है । 

विद्युत प्रभावों का उपयोग विश्लेषण कार्य के लिए दो प्रकार से किया जा सकता है : 

( ) तुल्य बिन्दु, की पहचान : अश्रनुमापन के समय तुल्य बिन्दु पर विलयन के विद्युत गुणों में 
एकाएक अंतर आ जाता है। इस अंतर को जान लेने पर विश्लेषण संभव हो जाता है । तुल्य बिन्दु ज्ञात 
करने के लिए विभव अथवा चालकता जेसे गुगों का उपयोग किया जा सकता है । 


(2) पदार्थों की मात्रा ज्ञात करना: विद्यतधारा के उपयोग द्वारा यह मात्रा जानी जा सकती 
है। इन विधियों में भी इलेक्ट्रानिक तकनीकों में प्रगति के कारण सुधार हुए हैं। इस प्रणाली को 
सुलभ बनाने में यन्त्रीकरण से अत्यधिक सहायता मिलो है। 


अब विद्युत-बेश्लेषिक तकनीकें निम्नांकित वर्गों में विभाजित को जा सकती हैं :-- 


“3 जनवरी 973 को चंडीगढ़ में श्रायोजित, विज्ञान अ्रनुसधान गोष्ठी पर दिया गया श्रध्यक्ष- 
पदीय भाषण) 


2 रमेश चन्द्र कपूर 


चालकतामिति : दो इलेक्ट्रोडों द्वारा किसी रासायनिक निकाय पर विभवांतर लाने से विद्युत- 
बारा का प्रवाह होता है। यदि यह घारा केवल आवेश वाहक की मात्रा तथा स्वरूप पर निर्भर हो 
तो इस प्रणाली को हम चालकतामिति कहेंगे । चान्कतामिति प्रणाली अनेक वेश्लेषिक कार्यों में प्रयुक्त 


की जाती है। अवतुमापत्र कार्यों में तो इसकी विशेष उपयोगिता है । 


वोल्टधारामिति : इस प्रणाली में विद्युत-धारा की मात्रा इलेक्ट्रोड विलयन श्रन्तरापृष्ठ की 
श्रुवित ग्रवस्था पर निर्मर करती है। ऐसी अवस्था में दो इलेक्ट्रोडों के बीच विभवांतर करने पर ऐसा 
वारा-प्रवाह होगा जो विभवांतर की मात्रा पर निर्भर होगा। विभवांतर में परिवर्तन करके प्रत्येक 
विभवांतर द्वारा उत्पन्न धारा को नापने पर वोल्टधारामिति वक्र बनेगा । इसमें एक ही .इलेक्ट्रोड का 
श्रुवरा होता है तथा दूसरे इलेक्ट्रोड पर विभवांतर का प्रभाव नहीं पड़ता । इसी प्रणाली का पोलेरोग्राफी 
एक विशेष रूप है, जिसमें बिन्दुपाती पारद इलेक्ट्रोड ([7709.7#78 77९7८७०७ए ७[७८४००१८) का उतयोग 
होता है । 

ऐम्पियरोमिति : यदि वोल्टधारामिति के प्रयोगों में एक सुनिश्चित विभवांतर रखा जाय तो 
धारा की मात्रा योगिक विशेष की सानद्रता पर निर्मर होगी। इस विधि से अनुमापन क्रिया को 
ऐम्पियरोमिति कहा जाता है। सुक्ष्मतम सान्‍्द्रता में उपस्थित अनेक यौगिकों की मात्रा इसी विधि से 
ज्ञात की जाती है । 


काल विभवसिति : इस विधि में नियत मात्रा की धारा प्रवाहित की जाती है। इसके 
फलस्वरूप समयानुसार इलेक्ट्रोड विलयन ग्रंतराप्रष्ठ के प्रतिरोध में आये अश्रन्तर को नापते हैं । 


३०३, 


काल ऐम्पियरोमिति : यह नियत विभव पर समय के प्रभाव से घारा परिवर्तननापने की 
विधि है । 


क्लॉममिति : किसी विशेष वेद्यूत रासायनिक अभिक्रिया सम्पन्न करने के हेतु एक नियत विद्युत 
आावेश की आवश्यकता होती है। इसकी मात्रा फैरेडे के विद्यत अपघटन नियम द्वारा निश्चित की जा 
सकती है । इसी मात्रा द्वारा अभिकर्मक का आकलन किया जाता है। 


विद्य त भारसिति : धारा प्रवाह के फलस्वरूप इलेक्ट्रोड पर वांछित घटक का निक्षेप करके 
तोलन द्वारा उसकी मात्रा ज्ञात करने की विधि को विद्युत-मारमिति कहते हैं । 


विभवमिति : दो प्रावस्थाश्रों के बीच अंतरापृष्ठ में उत्पन्न विभव की माचा दोनों प्रावस्थाओं 
के संघटन पर निर्मर रहती है। ऐसे दो अंतरापृष्ठों को संबद्ध करने पर उनके बीच विभवांतर आने 
पर विद्युत-रासायनिक सेल की रचना हो जाती है । इस सेल में उत्पन्न विद्युत वाहक बल (7५७) का 
घटकों की सान्द्रता से संबंध रहता है । इसी संबंध पर विभवमिति आधारित है| 

विद्युत वेश्लेषिक तकनीकें प्राय: सरल होती हैं क्योंकि सामान्यतया उनमें एक-जैसी यांत्रिकी का 
उपयोग होता है। समस्त विधियों के प्रयोगों को थोड़े से आधारभूत यंत्रों द्वारा सम्पन्न किया जा 
सकता है | इस समय हमारे देश में« अनेक स्थानों पर विद्युत वैश्ले- षिक अनुसंघान कार्थ हो रहे हैं तथा 


विद्युत-वेश्लेषिक रसायन की भारत में प्रगति ४] 


सभी विश्वविद्यालयों की स्नातकोत्तर कक्षाओं में इसकी शिक्षा दी जाती है। अनेक औद्योगिक संस्थानों 
में भी इस प्रणाली का उपयोग किया जा रहा है । इनपें से कुछ का विवरण वांछनीय होगा । 


भाभा परसाण्‌ अनुसंधान केन्द्र, ट्राम्बे: इस सस्थान में धातुकर्म ग्रुप के अंतर्गत नौ संविभाग 
है । इनमें से एक वेश्लेषिक संविभाग भी है जिसमें परमाणु विज्ञान से संबंधित समस्याओरों के समाधान के 
लिए विद्युत-वेश्लेषिक रसायन का उपयोग किया जाता है। वोल्टधारामिति संबंधी अनेक प्रयोगों में 
धातु तथा मिश्रधातु से बने इलेक्ट्रोडों के उपयोग हुए हैं। ये कार्यकारी तथा मानक इलेक्ट्रोडों के रूपों 
में प्रयुक्त हुए हैं। कुछ प्रयोगों में बिन्दुपाती पारद इलेक्ट्रोड तथा मालिब्डनम मानक इलेक्ट्रोड द्वारा 
आयतनों के पोलैरोग्राफीय अध्ययन सम्पन्न हुए हैं। इन अध्ययनों के फलस्वरूप अम्ल-क्षार अनुमापत 
विधि अधिक सुग्राही बनायी जा सकी है । इन अनुसंधानों द्वारा यह भी ज्ञात हुआ कि अ्जलीय विलयनों 
में काँच की अपेक्षा मालिब्डनम द्वारा पी-एच का मापन अधिक सुविधाजनक होता है। विभवधारामिति 
द्वारा मिश्रित कार्बनिक विलायकों में व्यूततम अकाबंनिक अपद्रत्यों की पहचान संभव हो सकती है । 

विद्युत रासायनिक संस्थान, कराईकुड़ी : इस संस्थान में दस समूह हैं और सबों में विद्युत 
रासायनिक अनुसंधान किये जा रहे हैं। फरेडे के दिष्टकरण (कंब्ा०पथांट 72८00०200०४) पर यहां विस्तार 
से कार्य हो चुका है। [इसके फलस्वरूप रिडावसगतिक अनुमापन (रिट्तू०5० झांगरटएधं८ ४४०४) 
प्रणाली का आविष्कार हुआ जिससे कुछ घातु आयनों [जैसे ४(77) |] का निश्चयन संभव हो|गया। इसके 
अतिरिक्त प्रावस्थाकोण अ्नुमापन (07956 ०&प९।० 0॥7०0४००) विधि के भी उपयोगी सम्प्रयोग हुए हैं । 


राष्ट्रीय रासायनिक श्रनुसन्धानशाला, पूना : विद्युत बेश्लेषिक अनुसंधानों में उत्प्रेरित श्रपचयन 
के प्रयोग उल्लेखनीय हैं । 


भारतीय विश्वविद्यालयों में अनुसंधान 

विश्वविद्यालयों तथा अनेक स्तातकोत्तर विद्यालयों में विद्युत वेश्लेषिक रसायन की शिक्षा की 
व्यवस्था है और अनेक स्थानों पर अनुसन्धान भी किये जाते हैं । यह संतोष का विषय है क्योंकि, रसायन 
के समस्त विद्याथियों को'इसके विद्युत वेश्लेषिक रसायन के उपयोगों से परिचित होना ही चाहिए । जिन 
विश्वविद्यालयों में उल्लेखनीय कार्य हो रहे हैं, वे निम्न प्रकार है :-- 

श्रागरा : पोलेरोग्राफी तथा वोल्टधारामिति पर आगरा कालेज में उल्लेखनीय कार्य हो रहा है । 
'पोले रोग्राफी उच्चिष्ठ पर केशिका-क्रियाशील पदार्थों के प्रभाव तथा इलेक्ट्रोड ज्यामिति और विसरण 
घारा में जो संबंध है उस पर अनुसंघान किए गए हैं । 


ग्रलीगढ़ मुस्लिम विश्वविद्यालय : यहां पर कार्बनिक यौगिकों (व्शेष कर थायोल तथा 
डाइसल्फाइड योगिकों) पर पोलैरोग्राफीय अनुसंधान हुए हैं । 

इलाहाबाद विश्वविद्यालय : यहाँ कार्बतिक तथा अकार्बनिक यौगिकों पर अनेक वर्षों से पोलेरो- 
ग्राफीय अनुसन्धान होते चले आ रहे हैं । पदार्थों की पहचान के लिए इस |विधि का उपयोग भी हुआा 
है । उदाहरणार्थ, ५० (7५) तथा घायोसल्फेट आयन की अभिक्रिया द्वारा बने पदार्थों की पहचान 


4 रमेश चन्द्र कपूर 


पोलैरोग्राफीय विधि द्वारा संभव हुई ॥? इसके अतिरिक्त श्रनेक जटिल यौगिकों के पोलेरोग्राफीय, 
विभवमितीय तथा कूलॉमितीय अध्ययन किये जा रहे हैं । 
बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय : ऐम्पियरोमिति त्रिधि द्वारा मिश्रण में उपस्थित थ्रायनों का 

निर्धारण यहां के अनुसंघानों की विशेषता रही है | इनमें अनेक नये यौगिकों का उपयोग किया गया हे । 

पिलानी :  ए० सी० पोलैरोग्राफी द्वारा अनेक कार्बनिक एवं जटिल योगिकों पर श्रनुगन्धान 
एहें। 

दिल्ली विश्वविद्यालय : पोलैरोग्राफीय विधि द्वारा प्रकाश-रासायनिक अभि- क्रियात्रों से निमित 
यौगिकों की पहचान संभव हो सकी है । ऐम्पियरोमिति तथ। उच्च आ्रावृति परिमापन विधियों द्वारा धातुग्रों 
के निश्चयन विधि का मानकीकरणा भी किया गया है। इसके अ्रतिरिक्त ठोस इलेक्ट्रोडों द्वारा पिघले 
लवण पर महत्वपूर्ण अनुसंधान किए गए हैं । 


ण्जा 


जादवपुर : मिश्रित तथा श्रजलीय विज्ञायकों में किए गए अनुसंधान यहां की विशिष्टता े 
जिनके द्वारा सोडियम, पोटेसियम तथा लीथियम मिश्रण में पोटेसियम की मात्रा का निर्धारण संभव हो 
सका है । 

जोधपुर विश्वविद्यालय : लगभग दस वर्षों से यहाँ पर विद्युत वेश्लेषिक रसायनपर महत्वपूर्ण 
अनुसंधान हो रहे हैं। नाइट्रो यौगिकों पर पोलेरोग्राफीय अनुसंधानों से श्रनेक अन्तवर्ती उत्पादों तथा मुक्त 
मूलकों की उपस्थिति के संकेत प्राप्ठ हुए हैं। कुछ अनुत्क्रमणीय प्रक्रमों की जाँच. करने से महत्वपूर्ण 
वेग नियतांकों तथा वेग निर्धारक चरणों का ज्ञान हुआ है। इनके अतिरिक्त घूर्णी प्लेटिनम इलेक्ट्रोड 
द्वारा वोल्टधारामिति के फलस्वरूप #6 (7), #6 (777), पा (7) तथा 77 (77) के आच रणीं 
पर प्रकाश पड़ा है। प्लैटिनम इलेक्ट्रोड की रचना का वैद्य त-रासायनिक अ्रभिक्रियाशत्रों पर महत्वपूर्ण 
प्रभाव पड़ता है । यह एक आश्चयं जनक खोज है कि अनेक अभिक्रियाश्रों का रूप इलेक्ट्रोड रचता पर 
निर्भर करता है। कभी-कभी रचना बदलते से उत्क्रमणीय निकाय श्रनुत्कमणीय निकाय में परिणत हो 
जाता है। यह घ्यान देने योग्य बात है कि बिन्द्रपाती पारद इलेक्ट्रोड द्वारा इन निकायों की परीक्षा कर 
सकना संभव नहीं है । 

अभी तक जटिल यौगिकों से सम्बन्धित पोलेरोग्राफीय अनुसन्धान केवल बिन्दुपाती पारद इलेक्ट्रोड 
तक ही सीमित थे । इन अनुसन्धानों से यह सिद्ध हो गया है कि प्लेटिनम इलेक्ट्रोड द्वारा जटिल यौगिकों 
की जाँच संभव है ।* यौगिकों की संरचना तथा उनके स्थायित्व की परीक्षा प्लैटिनम इलेक्ट्रोड द्वारा 
संभव है । 

प्रबल श्राक्सीकारक प्रवृत्ति के कारण सीरियम (7५) का पोलरोग्राफीय अन्वेषण कठिन है 
परन्तु उसके जटिल यौगिकों के गुणवर्मों का अ्रध्ययन पोलेरोग्राफीय विधि द्वारा संभव हो सका है। 
विभवमापी विधि द्वारा भी इनके गुणों के विश्लेषण किए गए हैं । 


राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर : धातुओं की न्यूनतम मात्राओ्रों का निर्धारण पोलेरोग्राफीय 


तथा ऐम्पियरोमापी विधियों द्वारा किया गया है । सरल तथा जटिल आयनों के जलीय तथा अ्रजलीय 
विलयनों की परीक्षा भी की गई हैं ।४ 


विद्यत-वेश्लेषिक रसायन की भारत में प्रगति 5 


रुड़की विश्वविद्यालय : यहाँ पर पोलरोग्राफीय तथा विभवमापी विधियों द्वारा' अनेक धातुझों 
का निश्चयन संभव हो सका है। मृत्तिकाखनिजों के गुणधर्मों के परीक्षण के लिए विद्युत वेश्लेषिक 
विधियों का सफलतापूर्वक उपयोग हुआ है । 


यद्यपि अ्रनेक स्थानों के सम्बन्ध में मेरी जानकारी अपूण है, किन्तु इतना निश्चित है कि भारतवर्ष 
में विद्युत वेश्लेषिक रसायन पर संतोषजनक कार्य हो रहा है। यद्यपि इन गअनुसन्धानों का सम्प्रयोग 
उद्योगों में हो रहा है परन्तु इसमें सन्देह वहीं कि निकट भविष्य में समस्त रासायनिक एवं औद्योगिक 
प्रयोगशालाओों की विद्युत वेश्लेषिक विधियाँ ग्रावश्यक अंग बन जायेंगी । 


निदेश 
. अभ्रग्रवाल तथा कपूर । ]. #>78६95८७४ (फैशगा6, ]963, 20, 87 
2. कपूर तथा जेलवाल । ०००८ टआंवण [०0पाजनों, 497, 6, 507 
3.. वही। ाट7ण्टीव्यांट्यं]०0एजश, 97, 6, 304 
4. कपूर तथा अग्रवाल । [आतांदा) ]. (४०७०,, 972, 40, 35] 


४ [703॥3 ?३75॥3096 /॥0७537॥0[3॥ ?907[|८9 
४०!. 6, ०. |, |आए३/५/, |973, 792८६ 7-[|। 


कतिपय निश्चित समाकल 
एम्ृ० एस० ससर 
गरिगयत विभाग, रोजनल कॉलेज ऑफ एजुकेशन, अजमेर 


[ प्राप्त--जनवरी 46, !974 | 


सारांश 


इस शोध पत्र का उद्देश्य ऐपेल फलन /?,, लारिसेला फलन 7८ तथा 27,, तथा तीन चरों के एक 
नव परिभाषित फलन, /7, वाले कुछ निश्चित समाकनों का मान ज्ञात करना है । 


0955[7" 9. 0: 


हि 


50एा९ धंटडफिा।& :ंपाट्शुकबा5,.. 07. ०४. 98. छिशाक्षा, 426एकापादा। 0 390॥07)4/728, 
डिट्हाठ्शबो!ं (0080 ० 0 प०७0॥), :]॥0/. 

चाल ठाण|०७७ ० फंड फनूएछए' 48 (0 ९एथॉपड५ 6 इणाएं वंलीआं।ए 790९87०8 77५0ए78 
29765 कफाद्यता २५, 42पाउट्टी8 ीफाटतवता 20 बाते 27, 8ण्व आज, » एरलणोए वेद 
पफिएट009 ०0 (776९ एथ।7 ०७ ०८5. 


, उपपत्ति के लिये निम्नांकित परिणामों की श्रावश्यकता होगी : 
[(0), 979, 584 (2)]), [(2)), [()], [(7), 700, 49-3 (3, 4, 7, 38)]. 
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एम० एस० समर 
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कतिपय निश्चित समाकल 9 
2. जिन परिणामों की स्थापना की जानी है, वे हैं : 
बा ० (--07 (06 #, [», 8 --०, ।+$ १7(४--), ॥/(४--॥)] ८&& (2-) 
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कतिपय' निश्चित समाकल 9 
०. जिन परिणामों की स्थापना की जानी है, वे हैं : 
१ [_ 0-३९ (+20# % [३ के ० +कि इ(#- 0) ऋका)] & (शत) 


7५] + 8) 7९] जज) ०08+0+47 
(0+०--<) 


यदि //(०--]):0, 22(2--) ->0. 
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है ॥ 
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आदि पे (29.)27(०+ ()>0, 


पकअन्‍कन्‍मकनत. 
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8 हु 


१0 .. एम० एस० समर 
यदि 72४ (०-- ) >0, 7/(»+):0. 
3. (2-3) की उपपत्ति 


(-2) में दोनों ओर (--%)०(--)/ से गुणा करके फिर दोनों झोर & के प्रति --] से ! तक 
समाकलित करते हैं। बाई ओर के समाकलन तथा संकलन के क्रम को परस्पर बदल देने पर तथा ("]) 
की सहायता से » समाकल का मान निकलने पर हमें (2:) की प्राप्ति होगी । 


ब्रामविच [3, 99 500] का उपयोग करते हुये संकलन तथा समाकलन के क्रम में परिवर्तन विहित 
है क्योंकि परिणाम में उल्लिखित प्रतिबन्धों के लिये यह श्रेणी बाई ओर समान रूप से श्रभिसारी है । 

इसी प्रकार परिणाम (2-2) भी (-:7) तथा (-]) से प्राप्त किया जा सकता है। (2:3) प्राप्त 
करने के लिये (।-4) में ७ के स्थान पर »--2०--2 रखा जाता है और दोनों ओर (]--9)” 
(]-.9)7-2०-» से गुणा करके 9 के प्रति --! से ! तक समाकलित करते हुये वही विधि अ्पनाई जाती 
है और (-2) तथा (-5) का उपयोग किया जाता है। (2-4) की प्राप्ति के लिये (:6) में दोतों ओर 
(]-.9)"(--9)7 से गुणा करके 9 के प्रति -- से ! तक समाकलित करते हुये वही विधि अपनाई जाती 
है और (-) तथा (-3) का उपयोग किया जाता है । 


4. विशिष्ट दशा 


यदि )/--०७ 5-!, ८०-,१--0, ०55-३ तो (-2) तथा [(5), 97 83 (49)] का उपयोग करने 


पर (2-) एक ज्ञात परिणाम [(4), 99 02 (6)] में परिणत हो जाता है । ((- |) 
8-0) होने पर (2-) एक ज्ञात परिणाम में परिणत हो जाता है। (4०2) 
2--<2--0, होने पर (2-2) परिणत होकर (2-]) हो जाता है । (4.3) 
कृततज्चनता-ज्ञापव 


मैं डा० सी० बी० राठी तथा डा० के० एस० सेवरिया का कृतज्ञ हें जिन्होंने इस शोधपतन्र की 
तयारी में मेर। समी प्रकार से सहायता पहुँचाई । 


निर्देश 
]. अल-सलाम, डब्लू० ए०। ड्यक जल, 7964, ७ 3, 27-] 42 
2. ब्रकमैंन, एफ० । प्रोसी० श्रमे० सेथ० सोसा० 
3, ब्रामविच, टी० जे० आई० ए०। ह 6.7 व्ञाएठ5फ7८0 0४ ६0 776 "४९०7७ ० एरिया (९ 


5८7८४, सेकसिलन, !955. 


कतिपय निश्चित समाकल ]] 


एडेल्यी, ए० । 


वही । 


वही । 


शर्मा, बी० एल० तथा जैन, पी० स्ली० । 


सिाहाला परफचाइटटावेल्यांबर #प्रा९०0005. भाग 7, 
5225 2 


वही, भाग 77, 953. 


पह765 66 पशाट्टुएछां पफ़्छाई0फाए़, भाग 77, 
]954. 


[हा #तवा०्शबट छूटा 6६०2००080770 


[,0770९7०8 3770, 970, #, *. 


४]7373 ?375॥93 06 /&70537037॥ 790:॥।[9 
४०. ।6, ४0. 4 |आए०/५७, [9773, 7३४०५ ।3-6 


 हैंकेल परिवर्त सम्बन्धी एक प्रमेय 
आर० एस० जोहरी 
गणित विभाग, शासकीय महाविद्यालय, कोटा 
[ प्राप्त--अ्रक्टूबर 75, 97 |] 
सारांश 


इस शोधपत्र का उद्देश्य क्रियात्मक कलन का उपयोग करते हुये हाइपरज्यामितीय फलन तथा 
ऐपेल फलन 27 वाले अनन्त समाकल का मान ज्ञात करना है । 


+0905६४8 ८ 
है. पफील्त्ल्टपत 69 जिंग्कॉंटटों ६55 00४79... 29 7, 9. ]ठ27, 02092०५776४0 0६ (०/९- 
7208, (50५/. (70092८, 9.09. द 
पृफाल ठछा460 ० परांड एनएला ऐ8 00 ९एकप्द्नाड 0. गरगिि।९€ फाट्हाएथ पाए #एएल- 
ह2००णटाफॉट एफाटाव00 270 379ए<78 पिाटाउ07 २, 029 एउकटगाह ए४९ 0 0967द7074] ८७) ८परौप$. 
]. किसी फलन (४) का हैंकेल परिवतें 
४७)5 [ ७0763, ७0 /0) %..._ ७>०) (-१) 


समीकरण द्वारा प्रस्तुत किया जाता है जिसे हम सांकेतिक रूप में 


५(/) न्‍+ न ४६४) द्वारा व्यक्त करेंगे । 


2. प्रमेय: यदि 


8(७)- $ 06) 


तथा 
है 


लैकमकत>ऋ ३. 
3५ कैम 


४ (/) +| “जल /7- ४, (४) ४४) 


]4 ग्रार० एस० जौहरी 
तो 
7! ०--/४--४--८/ ? 2 (--४--/2 
पी मा मन मा पक 


4 (/) 5२ एणाउक्रनढ्त्मफा कक 7» 


है! मम क न कम 
0 कै 9 


! 9 क्र 
#न है हनी 5 कै 7 के) ० (-2) 


यदि #(०-- ७-०) > 229) |, 7(8) 0, तथा (-2) में निहित समाकल पूर्णहूपेण अ्रभि- 
सारी होगा। 


उपपत्ति : 
हमें ज्ञात है कि 
800... (-3) 
तथा ४७) २577१ ॥७(80 $0) (-4) 
अत: ४(७)- |. 60/ 9,.(00 7०-* (७) $0) 


ष (/7)78 7, (27) 77-* &, (8/)6४ कि ४) (॥8) ४१ 33; (60) / (४0 ४४ 
0 0 
समाकलन का क्रम बदल देने पर हमें [[, 9. 373(8)] 
70) च्का6 | डोभाह/# 0) के | वगण 3, ७0) 30(४) ॥(8) ० 
छ ॥| 


! हि आओ ये हु 
कि का का (“न ४-2 
ही कप 


ब्ठ ( है दि 
की 2 /म के अक ज पका / किला 5 84 के /# | की 8) 

ट ० | ठ | 9 9 (नी 5 ०-+; 252 22 
>(/ (0) व 

(।*5) 


प्राप्त होगा । 


हैंक्रेल परिवर्त सम्बन्धी एक प्रमेय 5 


यदि #(०+७+>9) >[2(७)|,, 2(9)>0, #>0, तथा उपर्यक्त में निहित समाकल पृणरूप ण 
अभिसारी हो । 

समाकलन के क्रम परिवतन को सहज ही वैध माता जा सकता है क्‍योंकि (-3) तथा (-4) हैंकेल 
परिवर्तों की विद्यमानता के कारण परम अभिसारी हैं। 


सम्प्रयोग 
[4, 9. 8(3)] पर विचार करने पर 


(6४) -- [7- २५+॥/2 न पा की 70 7 लक की 5 न ०?न॑-/ पक ) 


हमें निम्नांकित फल प्राप्त होगा : 








0/00चवअक (6 707 टस्यटयेटन्7 | ++३ -«थशे 
हि रमन 5 ५८ |॥/४7९+ 5/2 / ( ) 
79 2००+ए/+4 “0-27 2-4 8 (606 ०2 6 हे व ड 
८ 2 
-९(/१), “7 < 20०) < शक 4 (/र्क/ गा गे ्‌!' जा 9 टपट )| “9 
0०) >> 0. 
2०-/४-४ [% -.. ] (/(+/2 । ) 
8०-५2 //०/8/) ७(() -- 2 माय मन अल मत आह ली पक 3 मन किक लक ला कक (0 (2 
2 /(रै ! ४0) ठ्ाएणएकएकंत 7 (४7०७-27 --/ ! (7००८7 ४4 हि डे 
2 2 


थे 30/78 /का क्षए #व ४8 70+/+] २ौ४-/+7 ?:£/४* (४) 


शकककलाह (सबक +७83३००५७००३॥- तक ० ०८५ ॥०५ कक क+पत3४-)० #4- $न९७७»: 


७ &7/“ब+३ 8/#+7 7? &- ०2 ४7 कस 22 की का ( )// 2+4 /4 


है 
जञ्‌ 2 5४८-+ ८१३३ हा 7 ") 
4 / आज, ( >0, /(8) >0, 
र(/-८० ०७) ० -+74, 09) >>--7 [, (0. 0/, 30] 
+-९४ (/) 
प्रमेय का सम्प्रयोग करने पर 
का [7 सिर? 2 _वधनाश्टगी2, हा 2 
| शक [पा ( 5 9 5 ७-4, 2+4; 88 2 82) 


। मन सर कल 
जी ( ताक 6 कम न पद न ०१५१)% 


6 आर० एस० जोौहरी 


१/8 20747 --]. 0 || (2»+ ] )४ कर 2 9 न- 77 ग] शा | (पर -- ] ) ०४४ (4+ 7./6 है 
-०+3 [४४४ 0 प्प 0१४ हुक 7४४ 77० ण्नीश्न २ भ्य्यन्ग्् ४70 27/ 777 


न 
अिननानान 


०/७+3/2 ० 
[0० 7/ दे 
हे रे ]./2 (४) 
है ०३/४१-- ०552-[- | 
(सा उाफ्++ 
जहाँ ठ्य8 3 


उपयुक्त समाकल 72(>+)>0, 7(8)0, (७-+) 70, रै(७-+-०-+-१) 0, #>>0, 
7(०--+ ०) >|2(9)',, २ै(०)०००, :/(४-८/४)-- ], तथा 


हैं --०6-- 0 --४-+- 4 
( प्र) ब<2 शायद | (#ाट 2 ) मय )| 22 


के लिये विहित है । 


(:6) 


॥<] (2 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


मैं राजकीय विद्यालय, अजमेर के डा० डी० सी० गुखरू का कृतज्ञ हूँ जिन्होंने इस शोधपत्न की 
तयारी में रुचि ली है । 


निर्देश 
.  एडल्यी, ए० । प'4965 ०णी [76878] फव80778, भाग 77, 
मेकग्राहिल, न्यूयार्क, 9354. 


४]7]373 २87 5व30 /705370]37 ?30॥' [८8 
४०. 46, ४०. |, |७४/५, [973, 798७५ 7-209 


सर्वोक्ृृत हाइपरज्यामितीय फलनों वाले कुछ सान्‍त समाकल 


एस० एन्‌० दुबे 
शासकीय महाविद्यालय, चित्तोड़ 


[ प्राप्त--मई 22, 97व | 
सारांश 


प्रस्तुत टिप्पणी का उद्देश्य हरीशंकर द्वारा स्थापित प्रमेष की सहायता से दो सान्‍त समाकलों का 
मान ज्ञात करना है जिनमें लारिसेला का हाइपरज्यामिदोय फलन, 77, तथा संगमी हाइपरज्यामितीय 
फलन ४५ निहित हैं । 


3957-20: 


0 50706 पखाएर ईंक्ारछु"गोॉड एंफएणएाए इथ्ारण्नॉडटे ॥छएऊुए#छु००फकारजॉट ईजाा2- 
ई706795.,.. 2) 95. 7. क्‍0प0९, (७०ए०गण८ा (0व]282, (0007. 


पुल ठऊछ]|४०७ ०7 (78 ४006 45 00 ढएथप४८९० (४० प्रिधा& इंग्राटइए45 बएतगेएंग३ ब्रपाएटट75 
7ए9९९8००एालालंए फिलाएठाऊ, <ॉ५ गत ००ग्रगिण्टणा ॥ए9ए6एछुटठएाढाफएट िा९०ए0०78 ३५, ७४7 ४०८ 
॥69 ०६28 (7९०7270, ९7ए7००७॥९१ 09 ४. 50287॥7६७7:५ 


3. विषय प्रवेश 
लैप्लास समाकल 4 (४) +5# ० ४-४ , ॥#(0) ढ, (-) 


को व्यक्त करने के लिए संकेत $(/४) :5४() का उपयोग किया जायेगा यदि समाकल अभिसारी हो 
तथा 7१(४):>0. हरी शंकर [2, 9. 44] ने जिस प्रमेय को स्थापित किया है वह निम्न प्रकार है : 


यदि (0) 7४0) तथा /(४)ऋ#/५(), 

न 779, ००४१ 6, अंग्ररै 0) अं 20 0-#-7 . /(/) . /(/) (-2) 
() 

जहाँ ॥#(/४507 055४ . /, (४/) ८ /॥ ॥/). 


8 एस० एन० दुबे 
2. यहाँ जिन प्रमुख परिणामों को सिद्ध करता है वे निम्नांकित प्रकार हैं :-- 
जि 27-87 पृ! 7 


॥ (८054 8)2? , (अंग 4 6) -+77 , (#--२ ०08* 8 . ८--४ ४7* 0) 2०) 
छ 


>(# (--/४--2?+ <शद एकयू/9839 ट[का/25 «०० * /#+/93 “2 44 लव हुवे * 427/+: 











2८ ८0५2 0 रे 9 8777% 0 * (६३7 ) 8॥77 ०0 (0. 
हयाप रआी 8०- ४ अपर 8262 7 7 #+४ 6058 6, «-+। अंग्रा 02०7 


“ ७--४०-+- +- «४०८ 


०9 ६ & 


ह ५ (/+ट४ ४३ ५-१/ 95 # «७5 9,:+] /25 2॥4 83 5० “दफा ५ न 208 3 ००० * हज) (2 ] ) 
तथा 


| /2 दे 
| (००४१ 8)/#+0-7 , (झंगर 8)7-४27/४ . ४॥(७+ ?+ 2 +< 5 22 + 7, 2/0+ +०३फिकाए 


9 पकने 89£ 
ब९०९0876 वागार6ह «0. 5] हंए 20 40- 8/--/०.४-+ 2४४ 


रा व 
>५१[#+#& 2/+ 5 - 6) (हनडिकर शिवा 5-० शिकाओ हर ० 4) जुडी) 
(2.]) की उपपत्ति : 
संक्रिया युग्मों [[, #. 82, 5५. 7; 9. 84, 7१५. 24] का उपयोग करने पर 
4 (6) २४” . 2/(४४) 
क्ञेरिए | रा , 7४-३9) . «” - (#१--०१)-7/#४४+7) 
+१(/) (2.3) 
तथा 


१८ 
896) सू४7 , 77 . 7,/(० ४) 
हस्त 


व 2 28 ४, 7(॥ -! 555) 


नी 72 (72९४2 (#+संडकं)-/ श्र 
न 


7) 
| 
कु 4 (9+3) * 
धर 
हटा [ *ु हु ०५ हे है 
४4 छतीशण्य 2+/29 *** *7;+4/95 27+]/85 00 8 27,+4/2; ह मम शत की, ड्गा ह ) 


््चड (/) 5 ; (2-4 ) 


सार्वीक्ृत हाइपरज्यामितीय फलनों वाले कुछ सान्‍्त समाकल [9 


यदि 2(#--72०7)>0 तथा 2(७--279/>0 
हमें ज्ञात है कि 
8 न न -2.फइ 480 ये + 
0 0 
४ १4 
7 (७५३) - 2 (»--) 


77 
2 (००)? 2 77,..] (व: 2)77%९ # % (6-+स्ब्ड +॑ स्टेट छठ) 7निशल्‍कलथाए 


९ैसकककीतका, 


__ ध्प्थ 2 2०%) 
2+26०४र-?०/०१३ 2?न-न-7००४-- २२७४१ ) 


४7 /75, ») ६ - जुआ] 


प्रमेय (-2) में (2.3), (2-4) तथा (2:5) का उपयोग करने पर परिणाम (2-) की प्राप्ति 
होती है । द 


(2-2) की उपपत्ति : 
संक्रिया युग्मों [[ . 9. 86 74. 35, 9. 487, £५. 43] का उपयोग करने पर 
/ (8) >२४/४०7, 7, , (267१2 ६/) 


ब्  (02) की | ० 
के 4 (20 +- ) ५ /2/४70 कु (#-+ 0; 2/ गा । 9 णण 5) 4२९१-०0 


(7) (2-6) 
पैथा 


74 /; ह 
कि) तह | पर अतरशियाएी 7/7); 2/+- यु कक रह([४+-ै4) 2-0 


2> /(०-- 24) . "7४, (०(४४) 
कर 24% 
हु, डक मनन रत. ॥ एनी245 ४० र्न-, ...2/५४--; 
४४ 7 (2/८-+-१) 
हर्व 
6] ०, 


हु 3 2०० *+ 9 | जहाँ /१८/:> 0 


+-/५(/) * (2-7) 


क एस० एन० दुबे 


हमें निम्न परिणाम प्राप्त होगा : 


४. 90४) - ॥( 3 चशलाएना , आय! | आ0णा , 7,/9(26८7/ &7/* ह7/2) 


7 
बह है 0 75) 
गो 


१] हि 
श्र ((#+कश+2करीथ) | 2/५+?-+ जश्नाकरी . 6? ॥7 (०:४०) 
47, 


%2(७+ / + ४-24) 





वन 5 
का 


7(2७+) - 77 7(2/४+ 7) 
ह 


)) _ 7 2 
५७ 2 न शनीरी4 29 + 5 2[+79 * पका हा रे हर के हर नत4( 8, 5, 2) (26) 


अब (-2) में दिये गये प्रमेष के उपयोग से हमें परिणाम (2-2) प्राप्त होगा। 


. विशिष्ट दशा : 
०--0 रखने पर तथा प्राचलों को समंजित करने पर (2-2) इससे पूर्व कल्‍ला द्वारा दिये गये 
परिणाम [3, 9. 00] में परिणत हो जाता है । 


कृतज्ञता-नज्ञापन 


मैं अपने विभाग के श्री० एस० एल० बोरा का ऋणी हूँ जिन्होंने इस टिप्पणी की तैयारी में 
मेरा मार्ग दर्शन किया है। 


निर्देश 
]. एडल्यी, ए० । ७०68 ०ी वग्रादशुएकोी। फ्वए४0708, भाग हैं, 
मंकग्राहिल, न्यूयार्क । 
2. शंकर, एच० । जन ० लन्दन सेथ० सोसा०, [948, 23, 44-49, 
3. कलल्‍ला, एस० एल० । .. विज्ञान परिषद्‌ श्रनुसन्धान पत्रिका, 967, 0, 


99-]06. 


४[[7373 ?37।5]9व /४॥053॥063॥ ?307[|<9 
४०0!. ।6, ४० |, ]9003/५ ।973, 23265 2-26 


प्र-फलन तथा गाउस के हाइपरज्यामितीय फलन के ग्ुणनफल 
सम्बन्धी कुछ समाकल 


रोशन लाल तक्षक 
गरिगत विभाग, शिक्षा महाविद्यालय, क्रुक्षेत्र 


[प्राप्त--नवम्बर 26, 970 |] 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र में (7-फलन तथा गाउस के हाइपरज्यामितीय फलन के ग्रुणनफल से सम्बन्धित 
कुछ समाकलों का मूल्यांकन किया गया है । इस समाकल की उपयोगिता यह है कि प्राचलों के विशिष्टी- 
करणा से समाकलों से ०-फलन, मेकराबर्ट का #-फलन, बेसेल, लेगेण्ड्र तथा व्हिटेकर फलनों तथा अन्य 
सम्बद्ध फलनों के कई फल प्राप्त होते हैं । 


8.95/7७2८४ 


80% ० 7९४7-०५ रंपरणेंजआडए छएए०्वेंघटई ० सि-ण्जिरंल्ा बात ७9०5575 99९४"- 
2९०7०८€(४7८ प्फिटाग्कफ 29 7. 79. वब्यको, ॥5०0270077677 ० ०/४९77०४/705,  (४0!]286 ०० 
एछतपठथ००7, दिपापोर८7०७ (79792978 ) . 

[0 ४5 920९7 80776 75श7478 7एठएंगड पाठ ए/0क्‍पटां 0 [7-फिलाठश 28704 (५०५85 8 
9979०८8००एा८आऑठ पिला #_६एट 9०९९7 दएक्ोप4८त. 06 779077%7८९ 0 ॥6 7८879 4८8 
१च९ ६० 06 486: 40 00 996टंग्ीडंग8 (96 एथक्ा6९०७, 76 वंपावष्टा' 5 छल पक्ष 7८98 प्र(5$ 
(00 67८0०, ४०८रि००ढ०08 #-पिकटा09, 36586], 4,८8०757९, ४एक्रा9९४ एप्र7८०078 ब्ण्वं 


07767 7९]5०व0 ईपा)८(70705. 


भूसिका :०इस शोधपत्र में हमने फाक्स के प-फलन तथा गाउस की हाइपरज्यामितीय श्रेणी वाले 
कुछ समाकलों की स्थापना 22-फलन को मेलिन-बार्नीज प्रकार के समाकल के रूप में व्यक्त करते हुये तथा 
समाकलों के क्रम को विनिमय करते हुये किया है । 


फाक्स [5, 9. 408] ने #-फलन का सूत्रपात मेलिन-बार्नीज प्रकार के समाकल के रूप में 
किया जो इस प्रकार है: ३ 


कप रोशन लाल तक्षक 


77 7(8/-०) 77 7((-०+ ५४) 


| (८७, 2) रु आज कफ न मल आज | 
न 9५) | शिक्ा कम ) 
7 7(-४-॥०) 7 7०-०४) 
>च्चा24_ 


जहाँ < शन्य के बराबर नहीं है और रिक्त गुणनफल इकाई के रूप में माना जाता है; #, क, # तथा 
४ ऐसे पूर्णाक हैं जिनसे 
]<%9< 6, 0<४<# की तुष्टि होती है । हि हि मम) 


स्थातिक संख्यायें हैं तथा 6/(/5], ..., ४); 2/(/४>], ... श) इस प्रकार की सम्मिश्र संख्याये हैं 
कि 7(0,-.5) (8 -!, .... %) के पोल 7(-&-+-०5) (४-5, -... !)७ के किसी पोल से संपात 
करते हैं अर्थात्‌ ््ि 

6 (8॥-- ४) (6;--7-- ) है (9, 7550 ! // 0 लक  / 7 अर मम ॥) . (]-2) 


इसके भी आगे 2, ०--7०० से ०-+१०० तक इस श्रकार जाता है कि बिन्दु 


0/रण ४ 2 ही ८०2 /+/ नह 2 मी है (]:3) 
ः 
जो 7(8/-.॥७४) (#-, ..., #) के पोल हैं जो 7. के दाई ओर हैं और विन्दु 


;--79- 5: 
6; 


(0 307:56 7 केक 0, 43% «४५ (का) 
जो 2. के वाई ओर हैं 7(]--०;+- ०५४) (४--], ..., / के पोल हैं । 


हाल ही में ब्राकस्मा। ते उ-फलन के उपगामी प्रसार तथा वेस्लेषिक संततत। की विवेचना 
की है । 


आगे संक्षेपण की दृष्टि से 


मे लक ह 5 
2 6-7 न 554, हक] ८ < ८ न < ह 6 हल ४ /ब्ड 
बचा हा कच्च हैं 2 / हि 2 +२))+ 


(०५9 #) ढारा (8, ०), -५ (०» %) व्यंजित होता है । 


उपपत्ति में निम्तांकित सूत्रों की आवश्यकता होगी : 


ही 4 
| ४7(].-2)/7 ४४ ३, (०, 8; १; ४) ८४ (-5) 
0 


हाइपरज्यामितीय फलन के गुणशनफल सम्बन्धी कुछ समाकल 23 


४ (०--7)/(१/--०--०--- 7) ८” 
4 (/-+/2- ०-7) (५-+ 2-/+7)”! / 





पलट 54 (%) 
. 20(५) 0, #७(०)>0, 2९५)+ 9--०--8) 20, जो [4, 9. 400, (8)] का अनुसरण करते हैं । 
दे द 
| आए | ूओ) 26 है (७६ 25% 25) ८ ' (*6) 
0 


(2९०) 5 (०)(0|79+शै८ 


«नाम न नननन-- नमन का..2 “मनज«भन 


ह(०+०) /+5० (७) (०+7)?१! 
22(०)-०0, 28(०)-20, |#ऋ8(]--2)|<»” जो [4, 9. 399, (7)] का अनुसरण करता है । 
हे &777(] --0)?77(]- ७-० 7, (०, 8; >; ०१०४ (-7) 
0 


4 (५)(]--८)7? ७_ /(०--०)7(०- 7) / (//-+- 0--०-- 8 +?) 
४ (०)... # ७ (/+/४7०-+न7)२(३/४-/+?) 7 (--«) 


772(:) 20, 2४(०) ०0, 4६४(»--४-०-))>०० |»8(7-४)|< जो [4, 9. 399, (6)] का अनुसरण 
करता है । 


[हि &/7(&-+-८)7० ,77, (७, 8; १;--०)4% (-8) 
0 


20.) $ 72(०--४+०-१)२(४-४७+०--7)(--८०)/ 
(०) /*0 >(०+ 8-%+ ०+?) १ ! * 





78 ५9-20, /४(०--१७-+-०)-०७, 2४(8-%+ ०)>०0, |श३8 ८(<#, जो [4, 9. 400, (0)] का अनुसरण 
करता है । 


2. पहले हम जिस सूत्र को सिद्ध करेंगे वह है : 


|, &7ग(] -- ४)१7 ८-८ ,# (७, 8; >; ४77 | ही कक | | (2-) 


( बमआ “अर 4. 0). (॥ -+“८-+/-/2--? 9), (८) ४५); | 


_- [९ ४ 0300 3 2725 
(2) [: (8५, 9): (!--०--१--/४-१, 5), ([-8-7/-77/7१००)॥ 


#[ ४7 /७+234+2 





जहाँ 8 एक घनात्मक संख्या है और 40, 2-0, [४8 (|<57/2, 7४(७) >0, 7४(०-- 90;/ 7/) 0, 
॥0८(५--४--०--/१+५१॥/ /॥) 20, /55!, 2, ..., १४ 


94 रोशन लाल तक्षक 


उपपत्ति : इस सूत्र को सिद्ध करने के लिये (-]) में से (2:) के बाई ओर मान रखा जाता है 
जिससे समाकलनों का क्रम विनिमय हो जाय क्योंकि प्रक्रम में निहित समाकलों के परम अभिसारी 
होने के कारण विहित है तथा (-5) का सम्प्रयोग करने पर यह व्यंजक निम्न रूप धारण कर लेगा : 


723 7 
प 70-२३) 2/ 7(--० + 4) है 7) श* 
) है आर्ट द 


। है आर 
4५ प्रा ! हि 8 


की 0 वाणी 
,>0 / (/+४+ण्ना? नी 05) 





ध्‌ ॥2 
7 7(--0-.5) 7/ 7(०४-०५०) 
) नन्हे. 


चाहते है 


/(५+०-०-+ीना१+ %) ४ / 
3 7५ ०.3. 80) / * 6 
॥(५--४--) १-००) ? ! 


(-]) के सम्प्रयोग से (2-) के बाई ओर का मान ब्राप्त होता है । 


3. (-:6) की सहायता से सूत्र (2'4) को 


ह मो ), ९ 
से १ए०-] प्र! कर पे थ; $ (6|, //)) के 
| &?77 (]-.3) ०-7 ,/#, (०, (0; %; ८४) ४३, ६ [४(।--»४) | | (8५, / | रद (3:4) 


_ &(०),(8)+ - ८! पर लि /4४ ([--०, 9), ([--०, 0), (--/ -?) ०), (५५५ ८/)) 
के (»)/ ? * /438:4+४8 | (0५5 (१): (7 0 “(0४ 26), (! “7097-77; 0) |; 


रूप में परिणत किया जा सकता है जहाँ ० घन संख्या है और ८0, #>0, [एड ६|<2%/2, 
४(०+96;/ /) 20, 2४(०--१०॥//॥)००, / 77१, 5, --3 !# तैंथा [972(]--2) < श. 


4. इसी विधि के सम्प्रयोग से तथा (]-:7) के उपयोग से निम्नांकित सूत्र प्राप्त होता है : 


हब 


7775 7/ 


| गए (]--४)१४77(--2४) 7? ,/, (०, /8 १5 ४) ४४५ ० [60 7082 ; | (४*) 
0 ह। 


(६ 
( 0 ( ५ 





(]--2-?००)9 ( ८ 0 आ है 
४ ६03 ०८/॥/: ४ 
(0५५ है) 7 ( [ आय 2 2 #/*” ४,0०0) 9 


टखि७लनननलसलनननननिनननन न पल ए गाए पए तए7:/0/खण: 


ः (०) रा 7 [ ( (+>-- ३30) री (?+20 3(+20 





__ (9) (] --<) 0 हर 4 (०--7) ८7 770: 77+ 2 6 | 





जहाँ 8 धन संख्या है तथा 4<0, 3>0, [बाड़ ([<#8०/2, 70४३) 0, |क४ (-८४) <%, 70४(०-+-०८|/ 
०9)>०५ 7४(५--/७--०-॥-+-११॥/ /]) 220, / 5, 2७५ ...३ #/ 


5. इसी विधि का सम्प्रयोग करते हुये तथा (-8) के उपयोग से निम्नांकित सूत्र प्राप्त 
किया जाता है : 


77/ 77 


| (५ ०/ ) 
ध्डः 
(8५.५) | फ 





हाइपरज्यामितीय फलन के गुणनफल सम्बन्धी कुछ समाकल 435 
200 कान आह 72947 | ((८/)८५)३ (०; 9),(०७+,/3-9%+०+१ 6); 
.2+40 ,६+4०0 [(८०१/-० +?) 0), ((8--%--० 7, 0), (04. 7५) | 


जहाँ $ घन संख्या है और 4<0, 2-0 विए8 | <27/2, ४ »>>0 [का 2(€[शम प४(०-- »#--%6८॥/ 77) 
>>--0, 7-- . ..., ?? 


(5-) में ४-5] रखने पर यह निम्त रूप में परिणत हो जाता है : 


॥ आीशत+ ओर (० कक >खे सा [6 +)४ | 


2008 2 कक पा 92 (०५ 6), (०--/-१+०५ 0) ] (5-9) 


720 ,9+20 [* | (७ -%+०, 3), (8--»+०, 0), (8५. 2) ।* 
जहाँ $ धन संख्या है और 4&0, 8-0, [४8 (|<2+%/2, 7४(२) >0, ((४(०--५-४५४;/०५) >> -- 8, 


हे | 5 2५ » ००३ 70« 


विशिष्ट दशायें 


(2"), (3-) तथा (5-]) में ० को धन पूणाकि मानने ४७-८७] (/--], ..., /; 7--१, ..., ८) 
रखने तथा 


(४, है 4 «5००१ ८५9 


04५ *न्ब्छ 0५ । 





7225 7: 
श, | 





७0] 7०% 


सूत्र का व्यवहार करने और (-), [3, 9. 4,()], [3, 9. 207, ()] की सहायता से सरल करने 
पर हमें ज्ञात फल [], 9. 3049, (2)], [, 9. 050, (2:6)] तथा [], 9. 049, (2-2)] प्राप्त 
होंगे । 


ऊपर की हो भाँति (4:) को 6-फलन में परिणत करने पर 


|, कं ण-00760-००-१३७(० &# % 2 ०,५६--७* 
0 





| 


4 (92(772)7 . 07 ७ ४ (0-+-7)27 


(०) #0 7 (०८2)? 
2975/2+20 पा [--/2-7) 9८५ (0, 7--०-+/१--१-/०--१), 4७; 
)+2399+28 | 09 ५ (०0, --०--१--४७-+?), ७ (% +8---- पी 


जहाँ 9 घन पूरक है तथा 


2-4<2 (08--7)५ व्थि8 6| < [77--7- (?-+- 9)/2]%, 
“72(५)->0, |॥78 (3--2)|<४ ५ <7४(०--92,) ०0, 
487 4 


20 रोशन लाल तक्षक 
शि(>न॑-/ --«--9-+-96;) >> 0 ') बेलल आज उप मम 
(3-) में %, 2, ४, 4 के स्थान पर क्रमशः #, !, 4+9 / रखने पर, 2--0 मानने पर और प्राचलों को 


पृ पक आल) 


में सजाने पर हमें ज्ञात फल [6, 9. 45, (55)] प्राप्त होगा । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


डा० एस० डी० बाजपेयी ने इस पत्र की तैयारी में मेरा मार्गदर्शश किया है जिसके लिये मैं 


ढ़ 


उनका आभारी हूँ । ' 


निर्देश 
, वाजपेयी, एस० डी० । प्रोसी० कैस्बि०ण फिला० सोसा०, 907, 63, 
]049-53. 
2. ब्राक्समा, बी० एल० जे० । काम्प्ट० मैथ ०, 063, 45, 239-34. 
3. एडेल्यी, ए० । प्राइम पफशआ३इ०लशत गाव [060078, भाग 7, 
मेकग्राहिल, न्‍्यूयार्क, 934. 
4, वही। द "'७0[68 ० ]7968एथ ए७7807778, भाग 2, 


क्‍ मेकग्राहिल, न्यूयार्क, 9054. 
5. फाक्स, सी० । ट्रांज ० अ्रमे० सेथ० सोसा०, 90, 98, 395-429. 
6. मभेकराव्ं, टी० एम० । शपफ्ाएव0035 0 (077005 रथए४७००७, 902 


४ []3॥3 ?३75॥93 4 2 ]0537 6 3॥ ?3६7[ [८० 
४0]. 46, ४० ६, )॥॥७७।५, |973, 7३8०५ 27-30 


सार्वीकृत फलतनों वाले समाकल 
शान्ति लाल राकेश 
गरिषत विभाग, उदयपुर विश्वविद्यालय, उदयपुर 
... [ प्राप्त-अप्रैल 20, 972 ] 
सारांश 
प्रस्तुत प्रपत्र का उद्देश्य ० तथा , फलनों के योगफल वाले समाकल का मान ज्ञात करना है । 
395(ए0थ८ॉ: 


फल्छुएथॉ५ पंत ए०एंगड छुस्शरण्ब5टत घिएछटधेंएकड, 292 5. 7., रिख:टडव, 6ए2/प्राट्फा: 
० ॥चाटाादा6, एएलआाए ठी एवकाकफ, एवेशांफपा, 

6 ठग)6०८६ ठंड एबएलए 48 ६0 ९एकॉप९ था 77९872] एगेशंपल 970ठप८ट: ० ७6 [7] 
70 ७[4] ाटा॥075. 


8. भ्रूमिका : हाल ही में शर्मा» ने दो चरों वाले सार्वीक्ृत &-फलन की परिभाषा दी है। यहाँ 
विख्यात संकेत 6(3) --०/.[ /(/); ४] का प्रयोग लैप्लास परिवर्त 


९ (०) | ८०४ /#(0) 6... 7(5)>0 (१-) 


0| 


की अभिव्यक्ति के लिये किया जावेगा । कपूर ने सार्वीक्ृत लैप्लास परिवर्त को निम्न रूप में प्रस्तुत 
किया है : 


४७००, ०८०(० /(९))/७) ० (:2) 


जहाँ. 0&:4&9:0, 05:8<6, 2०-20 <2(4--2) तथा |&8 5|<(4--2--36-370)# 
जिसे हम सांकेतिक रूप में 


4 (5) -२४.॥/[ / (४); 4४,० ५,7०४ 5]. (-3) 
द्वारा व्यक्त करेंगे। 
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2. हमें निम्नांकित फलों की भ्रावश्यकता पड़ेगी : 
(0) गुप्ता [5, 9. 98 (2)] 


| 6 | 69८ 00) 29,८5 /9,०४] 


0-7, ६ (82 74): (०८०- १) 
। 





च हे रे ्‌ ] (६.५); (8५) | ८ (2-4) 
(०-24) ते 


(7) ग्रुप्ता तथा जन 
0, 7 ८/४/(,... , (2५) 5 ह 9.9 
५ हम 7 ७ रे / (४ ) ८३,८३ 4, 20 र्ड ( ) 


हा ७ न कक र्छ /(]-..६ -०) (८८)५ ना +व 7 75 ००१ “70-०0 ) 


ल्ड< दर (८+23 22+7| «» ट (| -“£9-०) (59): नह 005 & «६-०४ 4--४१-० 7 


3. समाकल 


' यार, 4 | (88 +); (०६४-) हे 
| ० ले) (८१); (०0) ८५ 
' प हु / (८८): (४2) 

32, 2-4 


| ७ आह है ] 
-म, 4 | 


। [ (न-2, »+.4 ) 
2 (० -- (८-0, 7-+2-- 9-4 







(8#-); (८-३) ॥ 
(4.५): (98) है ह 


क्‍ ध 
(-//- ०): (60)3 ि/कक्ाण०--७ “9-० | ]/8: (3-]) 


(--&€०9-- ०), (»), [ 89+ 7०, «३५ [ “8977० 
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बशर्ते 8:52 ( (५ -- ए) -- (7-+/2) 7720, [३ 2|< २0; 


की स:2 (४7 -- ०+- 8)-- (4 +- “२ +->»+-9) 7०0, । 87९ ८6/९ | < 2747५ 


कं,/>22(7-.-.4--2) -- ((--7२-- ८ --2०):>0, 


लत 


> ७ 








इउ४५२ तथा 
2(०+4+/६-+] + १) ०20 (7--,..., 5४5, ...3 ४5 65,...५ ०)- 
उपपत्ति : 


यदि हम संक्रियात्मक कलन के पार्सेवाल-गोल्डस्टीन प्रमेय में (2.]) तथा (22) संक्रियात्मक 
युग्मों को व्यवहृत करें तो थोड़े से सरलीकरण के फलस्वरूप हमें 


0 | 
२-7, है (82 + ); (८-2) ८९ 
४ ॥। ह ; 82५ (धर 5 (0५) धर 
[ / ४७ ) ७४७४५ ) हे ४(0 
( 3, ) (८८); (/») 
(-.8, /2-_..4 
9 (०७० _॥7,06 ०0) (3 (69) 
आग हिल 
ट्ण ह ० / (8५ ) की ७६)) 
ला | है! | 6, |। नी --०) (०९८)५ ह+व 77०5 * /, | व 
2+0,॥9+२१  »& / (-- --०) (9) ] -... 2 +3-- ०, --&,/-7० 


प्राप्त होगा । समाकल के दाहिनी ओर का मान [5, 9. 98 (2)] की सहायता से निकालने पर वांछित 
फल की प्राप्त होती है। 
विशिष्ट दशायें : 


दि हम (3-] --& अहम अर 
याद हम ( ) मे ४5-०४, 0८5 3, 9 न एस 28: के 3/ 5 कब ठश 
किसतणा प्रा / रक0, + 9 तथा ८० रखें तथा [2, 9. 29 (47)] का प्रयोग करें तो यह शर्मा 


[9, 9. 42 (5)] द्वारा दिये गये समाकल में घटित हो जाता है । 


(४) यदि 77 <-77--५--0, ०-5) तथा [9, 9. 39 (7)] सूत्र को व्यवहृत करने पर (3-) 
एरडेल्यी के ज्ञात फल [!, 9. 422 (4)] में घटित हो जाता है । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० यू० सी० जैन का आभ'री है जिन्होंने इस शोध् पत्र की तैयारी में मार्ग-दर्शन किया । 
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.. एडल्यी, ए०। 


वही । 


गोल्डस्टीन, एस० । 
शर्मा, बी० एल० । 


गुप्ता, एस० सी० । 


गुप्ता, के० सी० तथा जैन, यू० सी० । 
माइजर, सी० एस० । 
कपूर, वी० के० । 


शर्मा, बी० एल० । 


निदेश 


पुद्र)68 06 वकगाडएएओंं पफबणईा07705, भाग 77 
मकग्राहिल, न्यूयाके, 954.. 


गरा8॥67 पृकद्ाइटट्ावेट्याब कप्राठट0705, सेक- 


ग्राहिल, न्‍्यूयार्क, [953, 
लन्दन संथ० सोसा०, !932, 34. 
स०], )29, 90०. 0705०॥९5, 965, 7'. 79. 


प्रोसी० नेश०ण एके० साइंस इंडिया, 069, 39, 
(3) पा. 


वही (प्रेस में) 
४20. &८46, ५४८६, &7ा-४ट्त8०, 94] , 44. 
प्रोसी० कंस्ब्रिण फिला० सोसा०, 968, 64, 399. 


प्रोसी० नेश० एके० साइंस इंडिया, 967, 
37(%) 77. 


४ ]73॥3 ?97[5॥3व4 /॥053॥ 4637 ?30॥[८53 
४0!. 46, ३०. |, |भ७३४/५ 4973, 7३2०५ 3 |-3 


कोबर संकारकों का सार्वोकरण 


आर० के० सकधेता तथा आर० के० कुम्भात 
गरियत विभाग, जोधपुर विश्वविद्यालय, जोधपुर 


[प्राप्त--फरवरी 8, 972 | 
सारांश 


भिन्नात्मक समाकलन के दो नवीन संकारकों की परिभाषत। दी गई है। ये कोबर संकारकों का' 
सार्बीकरण करते हैं। इन संकारकों के लिये तीन प्रमेय स्थापित किये गये हैं । पारिभाषित संकारकों तथा 
कोबर संकारकों के मध्य कुछ सम्बन्ध भी प्राप्त किये गये हैं । 


2 93583"20 (९६: 


3. 8९गर्कथॉयटथ00 ० छुठा)/रत छणफुलएथ४०75, 2) २. हू, 5285ण०ा9 बाते है, कर, 
जिपाओनबा।, 200क/007077 0 गट्याकाउ2ट5, एाएलआाए 6 ]0व797७, ]०009फए7- 


46 बपा।0ड कब्र वटीशल्त (छए ऋढ्ज ठएलाक्वा0ताड 00 4८त70श् इमारछु।2:070 "गाठ।त 
शण्ाफाबइ९ ए6 ठकुलाबाताड वंपल 0 057, प्राण फीरएतालाएड थार स्यवापाल्त [00 7656 
08078... 50फाद कलोबाउ०गाड उलजलदा फिट ठत:ुलबातगाड वैदफित्त ग पाठ एाटड्टा। एथए०क  बयतें 
460067७ 090"980078 870 3[80 0/09॥700 


. भूमिका : अनेक लेखकों ने समय समय पर भिन्नात्मक समाकल संकारकों की विभिन्न परिभाषाय 
दी हैं जिनमें से एडलथी [], 70. 229], कोबर [5, 9. 94] तथा वेइल!% द्वारा दी गई परिभाषायें उल्लेख- 
नीय हैं। इनका सार्वीकरण सक्सेना [7, 9. 288] तथा लोन्‍्डीज़ [6, 9. 40] ने किया है । सक्सेना 
के संकारकों का और गअगे सार्वोकररं कल्‍ला तथा सक्सेना [4, 9. 43| ने किया है। प्रस्तुत 
शोध पत्र में हमने भिन्नात्मकम समाकल के दो संकारक दिये हैं जिनसे कोबर के संकारकों का शानदार 
सार्वीकरण प्राप्त होता है। इन संकारकों के हेतु तीन प्रमेय सिद्ध किये गये हैं । प्रथम दो प्रमेयों 
से इन संकारकों के मेलिन परिवर्तों के व्यंजक प्राप्त होते हैं जब कि तीसरा प्रमेय खंडों में भिन्नात्मक 
समाकलन नामक गुण को बताता है । ऐसी आशा है कि कतिपय द्विक तथा त्रिक समाकल समीकरणों 
का हल, जो गणितीय भौतिकी तथा रसायन के विशिष्ट फलनों से सम्बन्धित है, इन संकारकों के सम्प्रयोग 
द्वारा प्राप्त किया जा सकता है। 


हे 


32 झार० के० सक्सेना तथा आर० के० कुम्मात 
2. परिभावायें : भिन्नात्मक संक्रा रकों को हम निम्नांकित सम्बन्धों के द्वारा पारिभाषित करेंगे : 
लय (८५ ५ ४3 
ध्‌/057 ० 7 /(०) | 
2 क । फ हे / ) [०(४--0)/-7हदा।... (2- 
न्त्क् 4 [० 0 0 8. ले 87(४&--7)?7 77 (४) (24) 
(2) “0० [ ५ 


तथा 


ह्‌।/ानक [7 /00] 


0. (० ४ $ हर 4 
वे पा जा _._ (0-९? ((-.()?-7 /(॥) 66. (2:2 
जरा 7७) . री ० 9५ ५ रू ] | )| ( ४) हर ) ( ) 


जहाँ ०, 8; »; «| से गास का हाइपरज्यामितीय फलन ०, 8, %, ०, » » व्यक्त होता है ओर ८ संकुल 
प्राचल हैं। गास के हाइपरज्यासितीय फलन के उपमामी प्रसारणों से यह सरलतापुर्वक निकलता है 
कि इन संकारकों का अस्तित्व निम्नांकित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत होता है : 


(0) #5&, 4< ००, #77+ ध्‌-], |थ/३ (! --०) | < शर५ 


(४) #४(०>-- प्र , “0४(8)> -- , 22४(०)>0, 


हि. 
(्‌ 
(0) 7550, --, --2,...; 22४(४-०-/१):>0, 

(7) /(४)६८५(०, ००). 

अन्तिम प्रतिबन्ध से इसका आश्वासन प्राप्त होता है कि श[ /)] तथा झ| /)] दोनों का 


अस्तित्व है और वे दोनों 2४(0, ००) से सम्बन्धित भी हैं। जब 65-०0 तो (2-) तथा (2-2) से कोबर 
के संकारकों [5, 9. 93] की प्राप्ति होती है । 


यदि ८ को &/« द्वारा प्रतिस्थापित कर दें तथा सीमा को ८5८० लें तो (2:]) तथा (2-2) 
क्रमश: निम्नांकित संकारकों में परिणत हो जाते हैं : 


हर ५ | चार के 





री 


0, 23 4; 0, 23 4/०; 
हि अा88 0& यो 80 ४; 0 नम 
प्र 7७) गे 8; १) ४( [-- /)| | (४-- ) ? (४) धरा (23) 


तथा 
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हा मी | पा है जी | 


0०; [25 4. 0 25 4/० 


__ ० 
(४) 


/(») के मेलिन परिव्त को ॥४[ /()] द्वारा व्यंजित किया जावेगा। जहाँ £ तथा ४ वास्तविक हैं 
वहाँ हम 5--४७-7-[-४8 लिखेंगे । यदि #>, /(») ६ 7./(0, ००) तो 


| > गु।- 3)| 7-१0 #.. (24) 


ै2₹२, 24[ / (४) ] ८ अं 9 00: (2-5) 
#>0, 24[/0]5.8 . ऋ - | #77 (०) # (2-6) 
/० मु 
जहाँ ] . ४. #%. द्वारा 2#-अवकाशों की माध्य सीमा व्यक्त होती है। 


3. प्रभेय 


प्रमेष ।: यदि / 0) €.५ (0, ००) ही < 9<: 2 [अथवा /(४) €्‌ 24% (0, ०0) तथा #४7>2|, »>50, --॥ 
2, ...; २९४(१--०-,/)) ०0, [०728 (१--०)|< 47८(०) > -- रे “0९ ०):०७०, :स्‍2(०---०) >> -- हु है 


] 
२०(8-- ०) >> तथा ४४(०--5+-)7>0 ता 


८८) /9 9 5 (० रन !) 
| | 23 9 8 ) | | (एन >- ४ 3 [०५ 5. 2; १५ ०-+४#४-४३+-॥; 4] 
>( 24 [ / (४) ] (3-]) 


| ४ ५(0, ००) द्वारा 2//(0, ००) के समस्त /(») फलनों की श्रेणी घोषित होती है जिसमें #/> 2, और 
जो /.,(-- ००, ००) फलनों के व्युत्कम मेलिन परिवते होते हैं । 


उपपत्ति 
हमें (2-) से 
थम दी) | जा कह: 
0८४३० (2०००४)१०7 /(॥) दा 2४ 


की प्राप्ति सरलतापूर्वक हो जाःती है । प्रमेय के कथित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत वेध होने के कारण 
समाकल के क्रम को परिवातित करना न्‍्यायसंगत है जिससे हमें की आगे दिये गये फल की प्राप्ति होती है । 
87 5 
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०, 3 १५ || [मे 7० / (6) 4: ६ | 8५ ( ] -- हि )| 
रही ७ 5 कर । क्‍किककगा-प 
ब कना-ण-? (६-ह)१-7 ८५ 
सूत्र [2, 9. 399] के द्वारा *-समाकल का मान ज्ञात करने पर उपर्युक्त से तुरन्त ही प्रमेय की 


प्राप्ति हो जाती है : 


उपप्रमेय : यदि ४5०० तथा 6८5-] मान लिया जाय तो (3-) में दिये गये प्रतिबन्धों के अ्रन्तर्गत 
हमें निम्नांकित की ग्राध्ति होगी 


०५, 3 १; 2 (०-४+ १)/"(०-- »+- -- ०«--/१---४) ग् 
3१ | १५ “|| (0 न + (०-४) ४ (०--१ 4 --2 /4 [ /(५) | (32) 


प्रमेय ॥7 : यदि /(&) « /५(0, ००), 5:6<:2 [या 7) & >ै//(0, ००), ४>2], %८&50, +-! 
--८ 4२४(० ) >>-- फ 760(७)->0, #77+ (7१--], 2२८(9--४):०0, «४ ((--०)|<%, तो 





0., 3 9 4 (9--3) है | ()* 4 # ५ (0"5 
2 #|* 4 2 ०5 #6+5]7] शशि # # % शैन/न के थे [७] (3.3) 


उपप्रसेय : (3-3) में दिये गये प्रतिबन्धों के फलस्वरूप निम्नांकित फल प्राप्त होता है : 


| 0, । # ००7 _2(9-+-5)/ (0-१ -४ जा -:/9) श ५ 3००. 
कह] कं | 2 पा आम] (3-4) 


(3-3) में 2” तथा ४७-! रखने से (3-]) प्राप्त होता है । 





प्रमेय हे &॥ ् यदि () € 4#(0५ ००) (४) ] 40 ०0) शिर .. #77 -- ! 9 १४४0, बज हि “24, 
७3 2(/-०-/१)>०0, 22४(७)>>0, २४(०) >7०८ (- 72, -- 672), तो 





| । 5) 2 ६ आल] | ८४०० |. 2(७)+ | ह ०70 हक | गर/ (3-5) 
उपपत्ति : (2-]) तथा (2-2) से (3-5) को सरलतापूर्वक प्राप्त किया जा सकता है। 
4, (2-) तथा (2-2) संकारकों एवं कोबर संकारकों के मध्य सम्बन्ध 


समाकल [2, 9. 400] तथा [9, 9. 24] को उपयोग में लाने से निम्नांकित फलों को स्थापित 
किया जा सकता है 


हद बाण एणान्आ 2७ | (४7) 
पक सज बण | | हक 2 ह० | ७2) 


कोबर संकारकों का सार्वीकरण 5 3 


गुट कण मकण]...... 6७ 
फतह | न (2772 70 ($4) 
4 “शक ली 0 अं ही] (4-5) 
8 आला तल] (4-6; 


है, कि ०0, ४७० | हह ०० 0487 “०0 ] ७० 


तथा 


५ आज 8 2 प०--/0 # 753, 2--0; | 
हे (० 2; हा हा 0, ; कह । नल ॥। 25 2-०0, | 2) | मा 


3. (2-4) तथा (2-2) संकारकों का सार्वीकररण 


अन्त में यह रोचक प्रेक्षण है कि (2-]) तथा (2-2) के द्वारा पारिभाषित संकारकों का 
सार्वीकरण निम्तांकित सम्बन्धों के द्वारा तथा उनके अनेक गुणों के द्वारा जो अनुभाग 3 में दिये गये 
गुणों के समान हैं उन्हें मी इसी विधि से व्युत्पन्न किया जा सकता है । 
०, 3, १५ 
शा /(0]># 0) | 


०; 772, 2, ६८ 
979279०-४॥2+-77- 7. [ डे 
बियर >>+०- कु | ( ।( १777... 77) 2-4 /#' ०५ /८/० १5 ( ! ग) । अटा (४) रा ठ -] ) 
पैथा «६ 


७; 2, १४ 
0, 272, 9, ८; 


हा छच्आ| 2 


6 
स््ड १४३4 हे (7 0-॥॥2+ १॥-१ (६77 - (7) 2-१ 
४ (2): 3 


8.4 7 लक रण ज+ ) | (४) 6/ (52) 


ऊपर जिन संकारकों की परिभाषा दी गई है उनका अस्तित्व निम्नांकित प्रतिबन्धों के ग्रन्तगंत 
पाया जाता है : 


96 भ्रार० के० सक्सेना तथा आर० के० रुम्भात 


() #>], 4<००, #7+#वृ75), #४0, |शहट (7 --०) | <_#9 


(४) #४(७)>0, &४(०>- | अप ड 


(77) (४) ६ 2#(0, ००) 


>> रन 


हम 
है रे 


60) %#£0, --, --2,...; 7४(/-०-/१) २०. 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक प्रोफेसर श्रार० एस० कुशवाहा के परम आभारी हैं जिन्होंने इस प्रपत्र की तैयारी के लिये 


उनको प्रोत्साहित किया । 


]., एडेल्यी, ए० । 
2. एडल्यी, ए० इत्यादि । 


फाक्स, सी० । 
4. कल्‍ला, एस० एल०तथा सक्सेना, झआर० के० | 


5. कोबर, एच० । 
6, लोण्डीज़, जे० एस० । 
7. सवसेना, आरण० के० । 


स्नेडान, आई० एन० । 


9. वेइल, एच० । 


निर्देश 


एफ 6. 20760, 7067770.  ऊैल्ात 86070. 
४०0. 940, 0, 27-234, 


प'४०65 ० पण्ा८४7०) ॥7०7580)7758, भाग ८४, 
न्यूयाकक, मेकग्राहिल, 9354. 

ट्रांज० अमे० मेथ० सोसा०, 96!, 98, 395-429. 
६07, 22ं5०77, 969, 08, 237-234. 
क्वार्टट जने० मंथ० (श्राक्सफोर्ड), !940, ॥, 
।93-2[. 

प्रोसी० एडिन० सेथ० सोसा०, . ' (2), 
]39-48. 

वां), 260 8०४7,, ]967, 96, 288.-29]., 


5ए7€लांगो #पफ्राह0ा$ 5 वाला 2एट०) एऐ।पएड258 
ग्7त6 (धा४79, ग्रोलिवर तथा बायड, न्यूयाकें, 
96], 

एाल्णांट इब788007 त-पि॥परर्प-(5९३, टपरटा,, 
]9]7, 62, 296-302. 


४ [7]373 २३75॥306 /&॥053706[37॥ ?3007"[८9 
४०. ।6, ३०. |, ]३॥0७3/५, | 973 ?38०६ 37-45 


लेगेण्डू फलनों तथा सार्वक्रित फलन सम्बन्धी निश्चित समाकल 


गो० पी० पराशर तथा ए० एन० गोयल 
गरित विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 
[प्राप्त-मार्च 3, 972 ] 
सारांश 
लेगेण्ड़ फलनों तथा सार्वीक्रत फलन के गुणनफल वाले दो निश्चित समकलों का मान ज्ञात किया 
गया है । रोचक दशायें भी दी गई हैं । 
095(729८६ 


70०#फ्र(2 इंजटछु795 वध ०ाचयांगदु ॥.९2९०००७९ पित्रटं॑ठाड बाते पार एस्ा०-बॉंडटतं घट- 
धांठणझ, 829 0. 7. ?27०2४०7 ब्यते 3. ऐ, (५०9७), ॥0694-०ए76ग 0 द्वााट्यदा08, एफ्रसलओपफ 
० 9]987797, ]०४[०ए7-. 

बध0 वंदीया।6 राट्छ/थ5 77ए0फफ2 ९ एए0वप८०७8 ठी ॥,९8०४कढ ्ादांगाड जाएगी पट 
एणालाबाइटत पियटा।00 #8ए2 छदए €एग्रॉपथालत, वेग्राकठआकह एथ्गपयटर्पांबए 288९४ 2706 थॉ50 
हुए, 

. भूमिका : प्रस्तुत शोधपत्न में दो समाकल दिये गये हैं जिनमें लेगेण्ड फलन के साथ सार्वीक्ृत 
4* फलन का गुरनफल निहित है । शर्मा (967), सरन (965) तथा भट्ट (966) के कुछ ज्ञात 
फल प्रस्तुत खोज के उपप्रमेय बन जाते हैं । 


2. ज्ञात फल : चतुर्वेदी (970) ने 4* (७, 9) की परिभाषा निम्न प्रकार से दी है : 


ु गम ((4९।५ ०४;)); ((8 4५ ] ! द 
नंध7774 ,02772772377373 हि 59; 
4 (4७ 222) (4७ 2०) |+ क्र, 090 0३४ क ४. 


2447 ; 24233 43 ) ह 
| (23 223)):-((/43 ॥८43)) 
जहाँ 
77 7 (4-०; 5-५५ ४ ) 
$(8 48) 55 “- 


है ५ 
यो गत--ण४- ०) (8-8; 5+2; /) 
है| 


न कायत ह 


38 झो० पी० पराशर तथा ए० एन० गोयल 


॥7,, !2.. 7? |; 
एयव-०+छ जे रा प0-% ०) प-4+ो 0) /7(॥-॥५ ४) 
॥॒ है का ४ . 3 ब्प्ण 
9 (5 --४) + 





7 ईुतयआ9) 2 श-०+0 ० / 7४-४४) 7 7(-./+/5 0 


/77+ 7722 7+ 779 >चगनय)3 है 2 हा ये (2 


जहां (८४, ०४,)) द्वारा अनुक्रम (6.०१) (4,०५७) --- (4१,०४,) व्यक्त होता है। 


पुनः सभी, ७, 8, 2, 9 ४, /४ धन हैं । /.,, 2.६ क्रमश: 5 तथा ४ तलों पर उपयुक्त कंटूर हैं जो 
अपन लूपों सहित -/० से +7०० तक फले हैं जिससे यह निश्चय हो ले कि (४-8; 5), ४5, 2 
3, ... 8३ के पोल दाई ओर और :(-८;+9।3), 75८, 2, 3, ...:,, /' (8-+ ० 5+ ०; 7), /च] 
2, 3,...७ के पोल <. कंटूर के बाई ओर स्थित रहें । 7(//-/; ४), /5, 2, 3, ...४५ के' पोल 7. 
कंटूर के दाहिनी ओर तथा ४(]-०+)े 09 /१, 2, ...४४७७ <(०/+०४--०/ ४) के पोल उसके बाई 


झोर स्थित हैं । 
पूणकों से निम्तांकित असमिकाश्रों की तुष्टि होती है : 
49 43ल्‍ने5 254 :ट0: 0.79 ॥8७ 79 799 7855५ 2295 33 49 45 /। -/१४ 0, +- 6,; 
2740 4 नी 45 ५ 7%725:747 --०4,3 ०र्ग ११३६:१५] न /4३ 
2कव कहानी एक) >टी नहीड॑न वी पक खिड ॥|[द (क्य न-0॥-7०--32/-- $0५--]9 --4 0५) "] । 


4 (00 न78 -798) >/0 न3 7 कर ये 8 कि /| < (07 न-॥78 88778/0 -- ई/23 “- 343 -- 243) ग 


7707-58 
(४८2) 3 (2#) 7/3( 4-३) [शा 2/3 रह हक! «<+- £ ) 
॥। /7 


यदि /2(3+)>-], (८) <! 


( )५(] -_0)-/2 । ४ <+ “777 (327 ३)) 7(--3)) 
का कील कुशल पं (3 पी ईंट पं 47-78/0 


3. यदि प्रतिबन्ध (4) तथा 


-- 2 --2# 


2--) -- 2/£ 
#वतत "कु + 5 शकक्पनन कर 


2 --0--४७-- (नी: 
ककघत हुए रा ; 





3--0--४-- 2/ 
0५+४+३ _+ जज कि 


६-0, , 2,... (४--!). 
ह(-+0>0; 2ै(७#-+-छी+-उ34-३) >0 


हक पा 


लेगेण्ड़ फलनों तथा सार्वीक्षत फलन सम्बन्धी निश्चित समाकल 39 
लि 
तो 
#ग0099 23573 |. दी ((८?।८०/१) ); ((00/244) ) ढ! 


। 
| 2 हि अं ((८०५२/९,) ) ((०८4४०१५)) | ८०४ 
के गे 27 ५; 2292; 2393. | 9%शा!। 
ह ((८73१/१3)); ((/43/:43) ) 


)) (4७०४५) )); (४४७ ))) ( / 
नू| (220)/-7 4 । ((८०४)०३)); ((८५३०५५)) 
४७ ७ 25 ४ ((५०७१४४)); ((/98॥249)) 





नेट ॥74 + 2॥303 772 7393 77373 


उपपत्ति : 


(4) को सिद्ध करने के लिये (2) से .4* फलन के मान को (4) में बाई ओर लिख लेते हैं; 
समाकलन के क्रम को बदल लेते हैं क्योंकि ऊपर दिये गये प्रतिबन्धों के अन्तर्गत यह बंध है, आन्तरिक 
समाकल में (2-2) का उपयोग करते हैं और (2) की सहायता से विवेचना करते हैं तो तुरन्त ही 
(4) के दाईं ओर दिया हुआ मान प्राप्त होता है । 


यही नहीं, कंटूर 2.; & तल पर होता है और --४०० से --7०० तक इस प्रकार जाता है कि :(4; 
“:0 3), /55१, 2, 3, ...७ के पोल कंटूर /, के दाई और तथा 7(८6;+«। 5+«ः /), /ल्‍, 2, ... शत: 


7! ] 7 ु 
(“ कद तन है / तथा (97+ +४] &50, 4, ...(॥४-), 2(]-- ८४-१३ 3), /5८-,2, 


---॥9 के पोल उसके बाई ओर स्थित हों । 


इसी तरह कंटर 2., / तल में होता है और --४०० से --४०० तक इस प्रकार जाता है कि 7(/॥ 
“-॥५ 7) / 557 2, ... ४४ के पोल कंटर के दाई ओर और (6६: + ७ 4+ ०५३ ४): /55१, 2, -.-.४४7३ 
एकल +++)) तथा (४ + ४+४) £550, 4, ... (४-7), ४ (]-०-)१ै। ४), /5२), 
2, ... ४५ के पोल उसके बाई झोर स्थित हों । 


4. विशिष्ठ दशाएं : 
कुछ रोचक विशिष्ट दशायें यहाँ दी जा रही हैं : 


(८) यदि «४7 -8;०१७|७% है लापज-] तो हमें शर्मा (967) द्वारा दिया गया फल प्राप्त 
होता है । 


प म8 कम्कारखधबथीक, 


(0) यदि #,5--4] 57550 | तो 


गे (7 7०297 ((८०३१/४५) | 937/73 
/] __ 2१ -/2 2। 2 (2 हे 
| हीत ०४7३८ 2 एऐ म५७ +।। | /म[? 





( (८/३3१/१५)) | 
((793//4)) 


40 ओ० पो० पराशर तेथा ए० एन० गोयल 


6क | ($ऋ )): (४७ 7). 
((७,)४५)); (०५५ 54०))) 
(९४३१४); ((/93 /49)) 


9 0 न 5. 2 00700 5280: 
$६+7 ्् ५9% आओ 3 ?[+ककत जज 9 9 ९; +77 आओ अ १ 


"+ २3०, 


8,0? ॥79779? 77373 


से गा 
-++ (2/)/ “200 %४ 2५४; 2393 | |, 


3-+- 0 +-०-॥४-+-2/#: 
2 व] ते चेक 
(0,) 'यदि (6) में हम %५ 5२४0 २१५ २३/१४ +२१ 0, ॥95०7७ २) 4४5५३ ८००, ८5८९१ 5०0, 2पचल्शैपल्त, 
एबूसस त5 (4 अर -- (१2५ 0 अन्न 07५ (7 8, रख तो 


] 50 6 6 हे 
रा 8 6 0 आज 28 4 ६.) 3५, (६.४३४४) 2 (9४27) ६: 


३5 व 007 (283 )) 
४६ ०१77,050,507, 


7+“,५,2४.0५2.02 (8 5(0,) (--९,, 0) 
[/ :(0५) (--९४०,) 


जहाँ 3, (») मंटलैंड सार्वीकृत बेसेल फलन है। 


| +)ै+26 2-+-2+2# 9 40 <#< ४००20 
कक्ष कि 7 किम न + को उशक्षात क्र, 


3--)--9-- ०-2 
९८८... परन्तु ४: 9 32 «ब522023 


जहाँ ॥/--0, !, ... (४-)). 


(8५) यदि (8) में हम #, ७-॥३४ ८, #५ 5 ५, (25०५५ --, ४५८5१७) 437-43--7 रखें तो 
हु ह |] ....2)-१/3// 7 भर ((| -:८/2, १73)) > -«#”| ्ग पा “7203५ ४१३) )  #_... 0 /४०| ८ 
हे | के (3; 2273 (([--६4५ 9५५)) 8 4४ ((7 जा 2 (४23)) के हा 
| , ((९9३॥5 4.) ( (१५७) 8)) 
27॥: 0? 72577 2357 ि । 
्््द (272) अर 42५५४, 2242+7: 234५37#7 ( (८०४१९,) ) 3 (] 9 | ) ( (4५५०५५) ) 
(८१३ ११३)); (,) ((/43/०43) ) 
जहाँ /४५(०) राइट का सार्वीक्षित हाइपरज्यामितीयः फलन है । 
(83) यदि (४) में हम ४0 7-॥॥8 5२॥४००॥३ ८ (०2 5८/१३३८(३ २२६३ कतयं 657 --$ धुत! 8, 
१३50), २१२१, ८ 5-0, 9,5-/८४ 5०!, 0<:006,< रखें तो 


न |) 6 6 0 
| प्‌ न्‍ --४$) ८ हा हे (४) ७५, 8388, (0:687) ६.९ 


लेगेण्ड़ फलनों तथा सार्वीक्षत फलन सम्बन्धी निश्चित समाकल 4] 


| (९५४ 4) 5((७ 4) 
([ --9१ 8,); (0, !) 
(7! “7 ५0५); (0, 4) 


3४. + >य0 
जहाँ ०५, (») सार्वीकृत परावलयी सिलिडर फलन है । 


27750? ]5 ॥, 


कि 9, (-7 
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5. द्वितीय समाकल : 
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विस्तारित फाक्स के प्॒-फलनों से सम्बद्ध (कुछ परिणास 
तथा उनके सम्प्रयोग 


मणिलाल शाह 
गणित विभाग, पी० एम० बी० जो० सांइस कालेज, इंदोर 


[ प्राप्त--मा्चे 25, 972 ] 
सारांश 


मैकराबट के £7, माइजर के 6 तथा फाक्स के #7-फलनों के प्रमेय में आने वाले परिणामों को 
विस्तृत करने के उद्देश्य से कतिपय सान्‍त समाकलों का मान निकाला गया है। ये हैं : 
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इन समाकलों का उपयोग करते हुए हमने दो चरों वाले फाक्स के “४ फ़लनों के लिए परिणाम 
स्थापित किये हैं जो (3) सान्‍्त श्रेणी के संकलन (४) जैकोबी बहुपदियों की श्रेणी में प्रसार सूत्र तथा 
(॥) आवर्ती सम्बन्ध के विषय में हैं । प्राचलों के विशिष्टीकरण से इन परिणामों से विशिष्ट दशाओं के 
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अनेक सार्वीकरण प्राप्त होते हैं। इनमें से कुछ ज्ञात हैं तो कुछ नवीन हैं और रोचक हैं और विशुद्ध एवं 
सम्प्रयुक्त गरितत की कतिपय समस्याओं के विश्लेषण में उपयोगी हो सकते हैं । 
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4. भूमिका : दो चरों वाला सार्वीक्ृत फाक्स का 79-फलन 
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() यदि सभी ०, ८ इत्यादि धन पूर्णा संख्याएँ >>0 हों तथा 0<.॥< #, 05:9<:#, €( 9५5२४“, 


(05790, ६, 0579 ६“; 


(7) <। तथा £& उपयुक्त कंटर हैं ; 


॥ | 
रे +(] -<47-7% 8-० %) 
4 अत पल कक मल कम का शक 
| / 2? 7! ३ 0 ध् ॥॒ 
५ ही ४ (६-- ८;६- ०८१) रा 4 (9;+ ८; $ - 4८; १) 
कद हि 
(7०) ६ . 
। व ण रट रा 5 पा पु । कि गा हा / े 
हक /(५;+-० £) पा 4 (3/-0 ६ हा 4 (१//+०“)) ये (8-०५ ०) 
0 आम वकील. मम आज मम िपनम वज न मम ही 5 रा 
| है 8 /_ 
| वर 7गए--०१४) 2/ 7(-8-+९४) / 7(।-%/-०; ५) 
| है नए ॥ ट्री हि नो है ॥ है सम 0 --य. 
| म॥ ही द 
[ ध7 7(0-/#/+४५०) 


ज्या9+7 
2 ४ 
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यदि 


( 2४+सर्तहय) >फै न ने 42 


| ०४-०४ १४8) >/-+ न 43 
) | 8 (%) |€[#न खीर 3(|? +-5-+-7-+- 4) | ए३ 
| 


(]"2), 
| | भाड़ ()ड[विकाकनी शकग 0 पे ४ --4)]४ 


या 


#+7<5+4) 2+7<5-+ 43 थी फिर #--7ल्‍55 + 4, /+75-४5--५ तथा | ४[<, [> [<. तो द्विगुण 
समाकल (-) अभिसारी होगा । 


प्‌ | ४ । . की कुछ विशिष्ट दशायें 


(-]) में #--४-४--0, रखने पर फाक्स के दो #7-फलनों का गुणनफल प्राप्त होगा । 
है ओ] 





! ३० //./ # /१९ 
0, 745 7253 77., 7४2 | है ((0/8 ८४) घ 8 [03208 2 


03 [ :7/] 09 [4 : 4/)॥ 9 











क्‍ (-3) 
'.. [89% %))3 ((# 45 हु 
है शत ( कं ४2. ८/)) प्र 792 रा [ “97 / 8 ) 
तप, है जैं ६3 0” हे ह हि 
(090 १५) जैक 2): व आ कक 
यदि (-]) में प्राचलों को उपयुक्त रीति से रखा जाय तो यह 
((६७५ ८५2) । 
0 ?, ए१, 6, /2] ५ | 4%७ ८6१) )3 न 
60% 0०० १ 5 (($, ०) (:4) 
(89% १) 0० 


770] 3 कर (६५9 ८6%) /3 ( “5६४ ०)) 
न 2, $+4्‌ रै 


रूप में परिणत हो जाता है। * 





4845 94)): ६ ] “7089 4५) ) ४ (5-- (२-7) है 


फाक्स के फलनों से सम्बद्ध कुछ परिणाम ० 


इस शोधपत्र में पहले हम दो तर्कों के द्वारा विस्तारित फाक्स के कम्-फलनों वाले तीन सान्‍्त 
समाकलो का मान ज्ञात करेंगे। इनमें से पहले तथा तीसरे समाकल को समाकलन क्रम को बदलकर और 
फिर ज्ञात सूत्रों द्वारा पदश: समाकलन के द्वारा व्यूत्पन्न किया गया है। प्रथम समाकल को सान्‍त अन्तर- 
आपरेटर का उपयोग करते हुये सार्वीक्षत करके एक दूसरा समाकल प्राप्त किया गया है। इन समाकलों 
का उपयोग दो चरों वाले विस्तारित /7-फलनों को व्यृत्पन्न करने के लिये प्रयुक्त किया गया है जो () 
सान्‍्त श्रेणी के संकलन, (7) जैकोबी बहुपदियों की श्रेणी में प्रसार सूत्र तथा (9) आवर्ती सम्बन्ध के 
विषय में हैं। यह देखा जाता है कि लेखक के कुछ नवीन सूत्रों [(8), (9)] से रोचक विस्तार प्राप्त 
होते हैं । इन फलनों के लिए ह्विगुणा समाकल प्रसार अनुरूपों से सम्बन्धित कुछ परिणाम भी दिए गये हैं 
जो लेखक [(0)] कुछ नवीन सूत्रों का सार्वीकरण प्रस्तुत करते हैं । 


<. सामान्य समाकल 
हम निम्नांकित समाकलों का मान ज्ञात करेंगे । 


अथस ससाकल : 


बन्‍्न्‍्न्‍॥ 


(| (]--- ४)००१ ([ -..४)१- 7 । 
न ( 


] -- है 
रथ 25 
- रे (57) 
जा 
८ #, 4--2)3 ६(५७५ %)) 
2/+फ7 770) , रे, 775 ४8७ ॥त5 ॥7७ ४ | (४8 ०)) 5 (१४६ ८४५ )) 
न एज 7#+#॥, |: 77] 5+, [6:47] 


>' | ६(9५ ४५)), / (४, ०-४) 
(५5 24))) ६(/0 4, 0 ! 
जहाँ कि अभिस रण के लिए 
[ 2४ (०)->0, # ऐसी घन पूर्ण संख्या है जो 0 से अधिक है और 
| /+ 9--5- /< 2 ७] --०५ +-॥)), 
। 2-4 +-5+-४ <2(%, --०५ +-१), 
हा ] | था (७) [€ [का नऊ-शर्नी४/-+ई (१+ 4-5 + /) [श, 
| थए8 (9) [< [#8+ 747४-३४ + ६ -5+/) | %, 
| 


| 42 (४ न॑- ४) --/ 2 ा )| उिड05  कल 4402 2७ कओ 7 ये लक 72 4 5३ 285 
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या 

2-ै#<४+4) /नीई <5+ 4५ 

(४) या फिर #+-/+४+ 4, £-+ /55४+ 4 के साथ| ४|[<, | » |[<, 


46 (? --/४ (6) न (570० 3«5, 2, .... 7; ४८5 ।, 2, -.«॥7४- 
है। 


४ 


.#ह.0ह.. >> 
/++ | 


/५ (0, ४) संकेत से #%-प्राचलों के सेट का संक्षिप्तीकरण किया गया है : 


7. #--+ 8--772 -- ! 


22... #8 7१8 


द्वितीय समाकल : 








हे है, #. [० (“को ु 
| (]-+४)777 ([--४)१” 7 #/0 हा ) ला | 9 ) | पर 2) 


22+०7- 3 ७ २४४ 


० 


70 


॥& 
न (८) है /(०+-- (७) ) 





नननन5 
विन 


(2 
/ | (8,)/ (7 
्चि 


7 /७ (४, ]--/-:7/)3 (६७५ %)/ 


* ७ 2१, 79, २/ 7२ (१७५ हे )); कप, गा, 
?+7, [४ : ४7], ४+/0 [4:47] 





((0५, 4५2)» ८ [/0५ 20-50 जल / जी (2, 
(8५, ०५)); (943५ ०५ १)) 
जो उन परिस्थितियों के अन्तर्गत जो (2.) के लिए हैं, लागू है, साथ में अन्य परिस्थतियाँ भी : 


() # तथा » को अनुणात्मक पूर्ण संख्याएँ होता चाहिए किन्तु दोनों को शून्य नहीं होना चाहिए; 


(४) #<€0+] तथा जैसा कि अन्य हाइपरज्यामितीय फलनों में होता है हर प्राचलों में से एक 
भी प्राचल को ऋण संख्या या शून्य नहीं होने दिया जाता । 4» (8,) के द्वारा /(9) प्राचल समूह ४,, 
4५, ....- 4#(2, ),, .... 22) व्यक्त होता है । 
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तृतीय समाकल : 


(मिल 
(3) | ।( 79 है है 


8 (+०8 (-४)००७/ (मा मा ' (2-3) 
हर ( ठ ) 





_ 227+0+7( --)/7"(8--/ +-) 
प् || हूं करा 


८ (४, --/)3 /५ (४५ ०--/)+ (०५ %)) के 
7४ %०))3 (४४५ ०६५)) 
2» | ६9, 6५)), ७ (४५ 8+4+-०+ 2), (४, - - ०--४--/»--7) 
(9५ ०५)); ((/9 ५५ 2५) 


(१-2) में कथित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत मान्य है जिसमें 22८ (8)>>-] तथा 


#+2/3 7], 79, !5 772 4 


ब) 


9+29, [४ : ४87७ $+2७ [4: 4६/] 








(6 (न / (४)+# (57 )|> जप न 5 2% 808 700 2 ३2४७. 27% तथा 2) घेले संख्या -..0 
है| ॥। 


(2-]) को उपपत्ति : 





7 ८] - 2 ' 
श्र 


दर 2 
(2-) के समाकल्य में (-]) से / | ॥ __ ०) का मान रखने पर और फिर समाकलन के 
क्रम को बदल देने पर हट ह 


४ 
| गम हि और ][--४१४/६४+#7-२ .] 
छोडगो रे |, |. (न) ४6 ग) १ | ॥ 9 (तर) ८४ | 4 ०५- 


समाकल क्रम में ऐसा परिवर्तत विहित है क्योंकि ग्रान्तरिक ४-समाकल पूर्णतः: अभिसारी होता 
है यदि द 


7७ (०)>0, 7४ (४ गा (2१) हे ($7)| 5 मा मा व 
है | 


(:2) में दिए गये प्रतिबन्धों के अनुसार हिग्रुण कंटूर संख्यायें श्रभिसारी हैं और पुनरावृत्त समाकल 
का श्रभिसरण' (2-) के समाकल से अ्नुसरित होता है ग्रतः दे ला वॉल्ली पूसिन के प्रमेय [(2), 9. 504] 
द्वारा समाकलन क्रम के विनिमय को आसानी के वेघ माना जा सकता है 


ग्रब॒ एक ज्ञात परिणाम [(7), 9. 3, ८८. 7] के उपयोग विकालेंगे । 
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मम 
| (ने (।-- ४) हर 22+4 हलक 2 (#):>0, 70४ (():० 


तथा गुणन सूत्र [[6), 9. !, ()] द्वारा आन्तरिक समाकल का मान निकालने पर 


॥(#ड़ो ८ (2) िए-॥आम क/मद2 74 (2 7(<+ ) 77:52, 3, ..., 


/म्न्0 
हमें निम्न फल प्राप्त होता है. 


मय ( पक 
2 (6) 4 ५ जहा ककास तक कई) ॥ (८ 40... (42५) 
६8 ३ (॒ रे ५ (६ 7) हि 7) न क / 
॥/ (४४2) | | (६ प्जि 7! (रे हि +श) 








4 
थ्न््वं 


यहाँ पर £-तल पर कंदूर 7। एक ऋणजु रेखा है जो काल्पनिक अक्ष के साथ --४०० से ४०० तक 
विस्तृत है, जिसमें दंतुरता है और यदि आवश्यकता हुई तो 7"(8/-09 6), /5१, % ... #म के पोल इसके 
दाई ओर रहें। 7(५/+०६6), /क्‍5, 0 ..७ 7 री((- ढक ई+4१)+/7१५ 29 --37५ 


7 +2 ; हु रा 
और र पक +£+9, », ४-50, 4, 2, ..., (४-)) के बाई ओर रहे । 


इसी प्रकार १-तल पर कंट्र 7., अपने लूपों के साथ --2०० से १०० तक/जाता है श्र आवश्यकता 
हुई तो 2(8',--०' | ५), ८१, 2, ..., ७५ के पोल दाई ओर और :2"(//+०;०)+३ /5, 2, .. + ४ 
आ(-«+-4६+थ१)३/ २, 5 3! तथा ४ (2॥7+#+१): (१०८0, ९, 4, ..७ (/-7)) के | 
पोल कंट्र के पोल कंटूर के बाई ओर रहें । द 


ग्न्‍्त में, (2-:!) परिणाम (-4) के बल पर (2-4) से निकलता है। 
समाकल (2-3) को व्युत्पन्न करने के लिये ज्ञात समाकल [(4), 9. 284, (2) ] 
है 
हे ([-»)? (!--)7 2,,5, 8) (४) 6५ 


हि 208+?+7 [| 2०--)7/(8--४-- ] ) //७-- ७ -- ») 


7! | 4 (०-७) (8--७ +-४--2 ) | रेट 2-2 ल्न्ल्े , रे लि “5-4, 


का उपयोग तथा (2-]) की उपपत्ति की विधि का अनुसरण किया जाता है । 
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(2-2) की उपपत्ति : 


हो कप 


हम समाकल (2-]) पर विचार करेंगे । (2-) में दोनों ओर 
72 (2 
हि 7'(4; +४ 78; +)| ४ 
-/च्य हर्ट 


४. ९ 
से गुणा करने पर तथा %ऋए (४, ४०“) को 








8] 77. 7(4:--+) १४ 
०-3 /] .... ४९-7 2 
ढफ (४५ 2० 2) | कक 5 पी | मत 


जा ०: 
2 /_| 77 7(8/--॥) 
सच 


| [7 वाानओओं | 

५ 27! 

_ल्ऊए (&, 2, 2४) < पक लिभपभपपपम- दे 
| 77(8;+#) | 
( का 


८ (४, 4 -7/2)3 ६(५६/७ %)) 
7+/॥5 7१, 729 ॥79 772 ह . (१७ ५)) 3 (१५४5५ ०५ )) 


| (७ $+9 [4 : 497] 
कक लीक जी 2 3 लि दि) 
(84, 2५2); (84५ है * (22) 
सान्‍त अन्तर-भ्रापरेटर £ को जो 
6 (०) र्न्ज्य(छ नी ) 9 
2५ (०) न्य (०-+०)५ 


द्वारा पारिमाषित है, (2-5) में सम्प्रयुक्त करने पर बाई ओर समाकलन एवं संकलन के क्रम को बदल 
देने पर 





ष््जि ५ 
दर [ः (- ढ) (हु प्म ठ 
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॒ ]-. ४/४४ /]-..४१०४ ) 
। 7 7(4/+#+ हशे।7 (तर) (तू) 
कम 


3 -+ - 


४! 7 7"(8:--#&+ 7) 
हम 


27 7धआन-+ शो (०-४) 
कचरा 


[१8 


न 
तन डर अअमि स जटक की 


09 


॥ 


0 ॥! पा 78-47) #ैप्सए 
रच 
८५ (0 --/ ञ् प्र) $ ((६/, ४2/)) 
(१७ ५))४ (१४5३ ०४ )) 
(9६५ ८५ ) ); ८5 (/, 4 0 “१7 न ॥ 
| ((% %)) (8५५ /५०)) (2.6) 


7+# ,४१, 79, ॥7778 ४ 


िकछ [4 77% 57%, 4:47] | 9 





चूंकि उपपत्ति में समाकलन एवं संकलन निहित हैं ग्रतः इसका समर्थत करने के लिये हम निम्न 
प्रकार से प्रदशित करेंगे : 


न जो 49 /४ध--४/४ /(]-४४  & 
९? ० [#,, अं 3 ॥| 22 | ( 9 । | ८2 ००७ (2०); 


१7 0 





] --४४)॥४४ ह 
हलक 5) 
की 3) 2 


है 
०॥ (४) ्य् ७४४ ७#७9७४७9४४७5 3 (2-| | 
४४ 7४ (8,),/ 
है 


तथा 





हल 
था [ ए0-7 गत हिट १ 
5 | [ कक के 

| 


उह७ 0 3०.४ कमा हिला तकम्क 


शोध के फलस्वरूप निम्नांकित प्रेक्षण प्राप्त हुए : 


फाक्स के फलनों से सम्बद्ध कुछ परिणाम 7 
(7) ००० (५), ०५ (५), -- विवृत अन्तराल (--], ) में शतत हैं ; 
60 | ) में समरूप से अभिसारी है यदि 2<0--! तथा कोई भी हर प्राचल 5; 
ग्न्शीं 
शूत्य या ऋण संख्या नहीं होने दिया जाता ; 


(77) #(४) की (--, ]) में ज्ञात संख्या में अनिश्चित असंतताएँ हैं तथा 
न 3 हथ ब् ः पु 
(7५) हा “(४) ८४ (2-4) में वरशित प्रतिबन्धों की दृष्टि से परम अभिसारी है। 


अतः कार्सेला [(3), 9. 79] के अनुसार (2-6) में समाकलन तथा संकलन के क्रम का विनिमय 
विहित है । 


अत: (2-6) में 7(७--७) ८ (०), (०) सूत्र का प्रयोग करने पर तथा “:--68 और ४;--# के 
स्थान पर 4, तथा £/ रखने पर हमें (2-2) की प्राप्ति होती है । 


विशिष्ट दशायें : 


(0) (2])-- (2:35) में #/-४5८४5-0, रखने से दो चरों वाले विस्तारित 77-फलनों के रूप में 
फाक्स के दो //-फलनों का गुणनफल सम्बन्धी परिणाम प्राप्त किया जा सकता है । 


(४) (2-व) में प्राचलों के विशिष्टीकरण द्वारा तथा (-4) के सम्प्रयोग से फाक्स का //-फलन 
ट कि 2 ४७, | [का के ञ्रो | 2 // के 
सम्बन्धी परिणाम प्राप्त होता है जो समस्त 8, ८ तथा & के इकाई होने पर और “ठु7 के स्‍थान पर 
£ रखने पर एक ज्ञात परिणाम [(4), 9. 47, ()] में रूपान्तरित हो जाता है । 


3. संकलन सूत्र 


हम दो चरों वाले फाक्स के 7-फलन की सान्‍्त श्रेणी के योग को (22) तथा (2-3) के परिणामों 
के आधार पर ज्ञात करने का प्रयास करेंगे । 


कक 


0822 में पक , 25८४-२२, (४-0, व सन --४, कल न ०2-न-2+-, 2,5--6 इत्यादि 
का मी [ ता रस ३, ०५ शक 
रखने पर तथा दोनों ओर दा / ःे स गुणा करके, जंकोबी वबहुपदी [(6), 9. 274, («)], की परिभाषा 


का उपयोग करने पर हमें एक रोचक परिणाम प्राप्त होता है : 





गम, ' 
५ जद बस 

है 

वन 


हर | जा! 


] ४, (3) हु 
| (47०१ 8४770, / . तक मर ७ «गत 
ल्ल्ह् 





0. 8 
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20+०-7(] -- ०): (०) ८ (--)” ((+- ०-+/0-- ) 
/70 जा अं ज (0076)# (८००7२ 


हनी, 29 795 70, 2४०७ ह (१४५ ८))४ (१४५ ८४५/)) 


0 (/१५ (--97-०7); (( €/5 ८५) । 
4 5 [6 : //], 5+/3 [4 ] 


3 (9५, 6,)), (४, /+०नेः /) 
(__ ( (309 80) 5 4(84* ०५) 


जहाँ अभिसरण के लिये मान्य प्रतिबन्धों के समृह में (:2), तथा 22४ (०)>>0 सम्मिलित हैं 





८ [0+# (57) + ४ (कु )|>० ४ |]३, 2, .... कप /+5१, 2, .... ४» तथा # एक घनपूर्णाक है। 


(2-3) को दृष्टिगत रखते हुये, (5-) के प्राचलों को समंजित करने पर तथा उनके दाये पक्षों 
को सन्‍्तुलित करने पर हमें वांछित संकलन सूत्र प्राप्त होता है जो निम्न प्रकार है : 
|. 20 (6 -7/2)3 0५ (४ ५--०)+ (६७७ %/)) 
प +9/, 7459 725 705 7११2 ्य (१४० 5))3 (१४५ ०/)) 
+2॥3 [8 4 //], 3+2#., [4 : 4”] ह 
» (६(%9५ 4५)), /४(४, /+-2+2+-2), (४, - ०-४ + /2+-7) 


/345 ८0/ |; (846 9५ )) 


अर 


(3-2) 


_(-7) ८४ (१-०)! ई, (-)7 ((/+ ०--/8-), 


4 
झण िजफ'फईफ६फ।/ िप्ाजडज््चप७9)र++ 2 कॉपर 
(+8॥. »&% # एज त- ७), 
| |। /५(/, --?+-/2): ((५;3 ८) ) 
ध+/, 4 मे 82 77], 272 रे (१४5 6 ))५ ((% (५ ८५ )) 
“79+# [6 ४६7] 56+/ 05४27 | हे 
(98, ८४))+ ८ (४, /-/--7--2) 


(043 0५))5 ६(/0 4५ 2५ )) 
यवि # धन पूर्णाक >0 है तथा 


| #-+4+-४-+-7<2(७॥ + 9, -+-/), 

2न-4-+-5+-४ (<2(%#0 -- ४५ --॥), 

[का (४) |< [शिधरन-आ ४-३ (/ +6--४--/) | #, 
[ [का (2)|< [79-+-०2-०॥-३ (2-4 --5+४)] # 


() 


कम्मरपामक ध८ा०>०८०........ 
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या 


( (2+/<5--6, #+/'<5--4*, 
!) < 
(या फिर #--8-5०4, #--/ ०-4, साथ में | & |<], |» [<<] 


विशिष्ट दशायें : 


यदि हम (3-2) में प्राचलों का विशिष्टीकरण करें तो फाक्स के 2४/-फलन का संगत संकलन सूत्र 
निम्न रूप में प्राप्त होता है 


४#+2/ 


१? ८0 (/, -7/2)५ ४ (/, हल “पार 207 (000 ८) ) 
हा (3-3) 


#+2/५ (५97 ही 


(8, 8८)), / (४, --/--(--.9- !) (/, --/£--० +:४) 


__(-)//! ((+०)/ / (-)7 («-+8-।/--), 
ध् (। --/2)| बी 2 की ३ 2 आह कर का 


बिक नानक कक). 


(+/05 (+-' 
की (8५५ 09) )» ८: (७ ८ /--9-१--!) 
जिसमें मान्यता के प्रतिवन्धों की व्याख्या (3-2) द्वारा समुचित परिवर्तनों के साथ हो जाती है। 


4. प्रसार सूत्र 


इस अनुभाग में जेकोबी बहुपदियों की श्रेणी में दो चरों वाले फाक्स के कलन का प्रसार सूत्र 
स्थापित करेंगे जिसमें (2-3) तथा जैकोबी बहुपदियों के लाम्बिकता गुणा का उपयोग किया जावेगा । 


यदि औपचारिक रूप से मान लें कि 


(८, 2) 


न 24६ 2५ (४), (-- [< /४<), (+") 
$ 


४ (४)55(--४)? /7 कक 

। जा 
जहाँ /(४) परिबद्ध अन्तराल -- € ४] में शतत है और इसका खंडश: शतत व्यत्पन्न है तो «०--] 
8:7>-] होने पर /(/०) से सम्बद्ध जंकोबी श्रेणी (+-]) शतत रूप से --] -+- 6६४८] -- ७, 0<:€<<! 
में /(४) में अभिसारी होती है । 





हम 2४६ को (4-) से अत्यन्त औपचारिक ढंग से प्राप्त करेंगे। दोनों ओर (--४)० (] ४0) / 


(०५ (2 
हर (४४) से गुशा करके तथा --] से ! के बीच समाकलित करते हैं 
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(4-) से निम्नांकित की प्राप्ति होगी : 


(८, /3) (4 
|. (-ब)#ग्त बरी 2. (० # धर ४ 4-9) 
-३. 





65 (०, 3) 
न्‍+ 2 24६ | (]--४)% (---४)/ हर ; (४) ४ ५ (20) ८४, (० (०) >>--, 20४ (8) >--- 
६-0 -3 


(4-2) में दाईं ओर के सभी समाकल एक पद को छोड़कर, जिसमें €-४ लुप्त हो जाते हैं । 


न] 


--४५४ 
(०, 8) कक 
प्रतः. खान कोए | (>शेशव्तकब्ेीए एम 


]-४ 
हर » (त्र) 


जहाँ #: का मान जैकोबी के बहुपदियों [(6), 9. 276, (22)] के लाम्बिकता-गुण द्वारा दिया जाता है : 


222 (4-3) 


] (५, 3) (0, 2) 
| + -४०(+ब6ह 2 (07%... (०) ४४ )७ ० (०) ०-7५ २४ (8) 2-7 


9»"7--०--)7"(४--8--) 
32 ५ के आह काए। 


तथा 9६ क्रोतकर डेल्टा फलन है । भ्रर्थात्‌ 


» हैक्‍त०- नी 5 


0| ६5२0 यदि ६55 


न्‍. यदि ६-४. 
अब (2-3) की सहायता से (६-3) का समाकल निकालने पर 


_27 (--)/ (०--७--2/-- )/ (०-8 -+८+) 4 
3< आ्ाजााााक 5 जछ कल 


कर (/१, “72-०0 ८५ (/, -“7/2): (५, 6७) ॥) 
| (७७ ०)); (४४५ ०८ )॥) 
॥+%4/, 79 725 77, 772 
(7 ५+4 [५ 27], 5+2/25 [६ : ६”] (05५ 4५) )» कर (/#5, (-८+-०--/ झा 4) । 
2 /% (/ 7--/+- ), 
| (80 24))3 (६, ०५ )) 
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(4-]) में (4-4) से ॥/८ का मान रखने पर हमें प्रसार सूत्र प्राप्त होता है : 
हक || लक 6५) ) 
ः (2) ( / 7 ! है 
]..4%07 , >> हयू३ आछ9 गावु३ शा (१७ ८); (१ 837% )/ 


(नत्र) 200 4: ४7] ४5 [4:५7] 
ह । (दर) ((9,, ०५) 
(8% 200); (8५5५ 9५ )/ 


(4-5) 


_)? श्र (--)8 (७+8--26-+)/(०+(/ * (८+/१--2£-- !) 7(४०-8-- --) 
|. वि हु “(८-६ १) 


6 (४, -7०--/७)) 23 (9 -/)5 ६६%? 


(08 (०४५ ०४) मत 


४८ (४) - 


१4275 7, ?'29 7, 7१7३ ह 
794 78, सके 8 9 7 [9 | (8, 20) 0 (७ *++#+६+2)2 
3 (/09 2ि ६न॑- ) 
(8५ १५)); (945५ 7५०)/ की 
मान्यता के लिये प्रतिबन्ध इस प्रकार हैं : 


& घनपूर्णाक है 20, --[<४<<], 70४ (०)>- 0४ (8) 77: 70% (2)-20 तथा 


(20 +शर्न ११) >>?-+-5 न + 4५ 
२ 2(0-+- ०७-7७) >5/-ै व न 4५ 
| | भाह (७) |< [#ऊ+खने रथ याईे (0 +5-+ 7 ५)ै 7५ 


| 
[ |»78 (9) (< [#+0 नै हछ- उठ (/+ ०) प्रा 


() 


या 


हा /]-/<5+4, #-म<5--4 
हे ॥ 
[| या फिर #-- ४-१) 2 ४ +4 साय ही | |<, [2 [<7, 


एक अन्य रोचक प्रसार है : 


डाल किक... ०५ 


त्कहत 2, हक का आह 
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| /५ (8, ---०-/)5 /५(ह१, --/) ४७ ५)) 
(89% ०३))3 (3५ (6, "०ई०-7/४--६- ।] 
(5 (/१ “व न 5) 


(0, 6] ) 
7६ 





(४) 


7749 7प-+-दै/ 


#+-2/0, (्‌-+-2/१ ; 





जो (-4) को दृष्टिगत रखते हुये (4-5) से प्राप्त किया जाता है श्रोर (45) में दिये गये प्रतिबन्ध-समूह 
द्वारा आसानी से निगमित हो सकता है ।! 
इससे लेखक [(0), 9. 7 (3-2)] द्वारा हाल ही में प्राप्त ज्ञात परिणाम की प्राप्ति होती है 
2020 अपन - न के जे ५3 3. 
जिसमें 5ठा को « द्वारा प्रतिस्थापित कर देते हैं और सभी ० तथा ८ एक के बराबर होते है । 


5. ग्रावर्ती सम्बन्ध 


अ्रव हम विस्तारित फाक्स के 7-फलनों के लिए आवर्ती सूत्र की प्राप्ति दो तर्कों के बल पर 
(2-3) का तथा जकोवी वहुपदियों के ज्ञात आ्रावर्ती सम्बन्ध का उपयोग करते हुये करेंगे । 


हम ज्ञात सम्वन्च [(/ध), 7. 253, (5)] 


(0.-, 8) 


(०, 8) 
८-न-/2--2/) /) (६) +> (० -+,१--/) ८, (६४ 


(०, /3) 
0 ० 2 5 (७*] ) 


से प्रारम्भ करंगे। इसमें दोनों ओर 





]-- हु 
" है हि ड न हर 
[ 2 से भुणा करन पर तथा / के प्रति -! से । तक समाकलित 


8 
3 


([-४)? (] -- ४.४ /7 


करने पर 
| ८0) । र््‌ हर “रक, 8 (८४-१०, 3) । गए ५ 
(५--/ - 2४) | ([--४)? (-- ४)/ / हा (४) ४४ " ५४ (3"&) 
ह_ ४0 के / + रे 3) 4 र 
ला) का (-ण१ (कणछेशक ७) कर. 2 








4. (०, 2) 
7(6+0 | , 0-०१ +४७ #( (0) कर 
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अब (2-3) की सहायता से (5-2) में निहित समाकलों की विवेचना करने पर हमें आवर्ती 
सम्बन्ध प्राप्त होता है जिसका रूप 


0 -/) 8४ -#-7+ण)े 

छा (६४3 4४) ) 

द | [३७ 4)); 7 ५6 ४४)) 

(8५, 4८)); ७ (8 /+/+/+2)): 

2 (8, --7०--/--४-+-2) 
(9 05848 9:06) 


ब्र् ह 
!४+2/, 9#[3 ! 2, 77, १72 


(०--/- 2४) (५2४; [ : ४/], 5+2/8, [4 : 4”] 


! 
। 
! 
| 
| 





(3-3) 
3 (/, हत्त ५ 20 (0, करन: ०); ई(६#) ८७) 
५ १« | / / / 
१--2/3 7१5 १० ॥7१, 7779 हि (9 8 ८)75 2 हक है हा 4/ 
कत( नी.) 273. ९॥ [/: (१) 5+१, [व : ०९] 9, (6६ ४५)), /४ (४, 7--०--८+- 2) 
[..। (800) (80, ?४)) 
0 (0, --+2)3 2६ (४, -7/#-+ ०); (५ | 
ह १0७७ ०); (१/५ ८5४ )) 
॥+3॥9 79 79, ॥९9 २79 


ग४ ध+क, (8: ए0, २+४७ 9: 42/| (8, ०,)), / (४, /+7+/४+-), 
6 ॥, -->+०--६--/--2) 
899 2५)); (४५५ ०५ )) 
उपर्युक्त सम्बन्ध 22८ (8) >>-- के लिए तथा नीचे दिए गए प्रतिबन्धों के लिये वध है : 
2(0-- ०-77) >>? +5+-/+ 4५ 
200-+-०2--79) >>/2 न 5 न/ + (५ 
6) < | थ8 (७) |>[+9 + शय- ३ (/ 4-53 -+7+4) | ५ 
| | बाड़ (9 |>[#+ सतीश -- डे (न 5+४ “4 ] ग५ 
॥ ४ [#+४ ($/)+४ (५८ )|>-,/ 57, 7 
या 
[ 2+/7<5+4, 2+77<5-+- 4 
हो 0 आकर कमल कप नल गत ही |  |<, |» |<7, 


| ् ($7)| “+ , 7४5], 2, ,:.७ 0 १557, 2, ८०7०५ 
॥॒ 7 8 (ह)/7 97 >>--, / ₹१, 77.; ४ ॥7५ 
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£ घन पूर्णाक है जो शून्य से अधिक है । 


जब (-4) को दृष्टि में रखते हुए (5-3) के प्राचलों का विशिष्टीकरण' किया जाता है तो लेखक 
[(), 9. 5 (4-)] द्वारा दी गई विशिष्ट दशा प्राप्त होती है । 


6. द्विगुण समाकल प्रसार अनुरूप 


पिछले अनुभागों की विधि का अनुसरण करते हुये हम दो चरों वाले फाक्स के #7-फलन के 
द्विगुश-समाकल-प्रसार अनुरूपों को सीधे व्युत्पक्ष कर सकते हैं । 


द्विगुण-समाकल ग्ननुरूप निम्न है : 
 / | (८, 8) (४, )५) 6 
| | तकशेशा-१कण(त-गेप्श/ (७02, (०) (6-4) 
(तु) ((६/) %)) 
ह व हा | हू डे 
॥9 ४१+$ 795 775 772 ८ (१७ ८); (१६५ ८५ )) हा 
9 ह: 77, » [4:47] 5४ ६2 
3 5! अमन 
(0५५ १०)); (4, ०४) 


( जजक, ) या 7" (6 -+/+-7 ) 4 (»-- ॥7 -- [) पं ए+2/0 7'2+शि9 205 278 
(। ॥7| 877 /(२४३ 2-२- “8777 हु 9 [+8॥ : ६/+३/() 5, [६-३६ : (/+-4 ९] 


आन्मा 












| 20४, 24), 0४५ 7--०--/०)» (१७ 40) 2५ ४५ ०-+-), /५ (6, --/+०), (१४५ है 
हा (053 4५)) 


| (809 04) )3 हे (8, (6 -? +4)५ (/१, नस्ल बुआ “कह ) 2 १ |] ०८ )): 2 (00५ |“ ०-| 70) ४ 
। 23 (6, “+है--०--॥/-| ) 


द्विगुणा प्रसार अनुरूप निम्न है : 


]-..// | ॥ (€/ 3 ९/) / 
पका 
(2 


१: .॥.,,.” ? (,! 
89 ह#व7 793 273 7729 (१ ८) /5.0५/ / 3 ४ ६ ) ] 
6 *९) 
239 [६ + 77] 35 [64:६7] (0 ८) 


| (जल्डे हो (0५५ 458) ) 
[205 ०५) ); (96५, 0५) 


24 
22+0 दर गन (--+)$+7 (2८ न+/+-)/ (£--०-/--१) (27) + है +- (४ -+- । ) /(9-+-)-+- ५ - ) 
हरि पर 6 7, ६ (०नाई-ा4)4 (७-०7) 


(]--४)? (]-.2) ० | 


फाक्स के फलनों से सम्बद्ध कुछ परिणाम 05 


83 7च+4/5 79+2/5 १97]5 279 


(०, 8) (५, ?) 
श्र टो2 ० 
ह ( 2 7 (०) रच, [(+8/ : #/+2/], 5, [4+%/ : ६१+४2#] 


(६५) ४/)) 
| ० ५ ०ना2-), /५ (४ 7--2), (७ 4))5 / (6, ७+०+), /(# -+-०), (३४ ०४१) 
2 (059 45) ) 


(% %)) 0५ (४ “/+8), 0५ 0, --७--०--६-!); (899 ०५) 6 (४ -०+-9)५ 
८ (४५ “ाशै-/४-7०--३--: ) 


यदि #, £# घन प्रणाकि हों 0, --]<४<:!, --]< 7<, /2४ (8):>--!, 7४ (2)>-]! तथा वंधता 
के अन्य प्रतिबन्ध-समृह इस प्रकार हैं : 

[ 2 (8-7 -+- शेप) >>/? +5+- /+- 4. 

2 (0-- 7००9-75) >>/0? +3 + ४ -- 4, 

| | बाड़ (छ) | विकापर+ कय- ३ (#-2१ /+] 


| 808 (9) | < [४-०५ + 7७-32 (8 +5--/ + 4) | » 


| 
0) ' 
7 |#+ | ($)|> ल्‍लो:. पर [०+*($7)| जी 
(_ 


/ 
2 | 0 पक ह ॥ अरे 5५ 2४१७ 75 
या 
[_ 2ना<४ना4) / + 7 <४ 4५ 
| हे 
| या फिर # --/+55--4, /! + /("5४5--4” साथ ही | ४ |[<, |> |[<] 
४) 4 । पर 
मर [#+४ (४2)> -, 7९४ [ ०++ (५7)|>- 
| 0 । क्‍ 
| 
(_ का, 2, .... 27; धन्‍स (५ 2, -०-७ 3- 
ये परिणाम क्रमशः हमारे पूर्व परिणामों (2-3) तथा (4-5) के समान हैं । इनसे लेखक 
[(0), 09. 9-0, (4-) तथा (4-2)] द्वारा स्थापित सूत्रों का सार्वीकरण हो जाता है । 


निर्देश 


[. श्रग्रवाल, ग्रार० डी० तथा माथुर, ए० बी० । प्रोसी० नेश० एके० साइंस (इंडिया), 969 पृष्ठ 
30 (सारांश ) 

प्‌ु॥९०7ए ०7 [7770 56065, सेकमिलन, लम्दन, 
]926 


2. ब्रामविच, टी० जे० आई० ए०। 


02 09 


66 


0, 


], 


कार्सला, एच० एस० । 


एडेल्यी इत्यादि । 


फाक्स, सी० । 


ल्यूक, एल० युडेल । 
रेनविले, ई० डी०। 


शाह, मशिलाल। 


मणिलाल शाह 


[7709फ0८॥०0४ ६0 ६९ पाए ०0 #0पस्‍८7?5 
8८765 2४१ ॥70८४८०)७, तृतीय संस्करण, !93 0), 
डोबर पब्लिकेशन्स न्यूयार्के 


प'द65 ठ 76९7७) ६787507005, भाग 7॥, 
मेकग्राहिल, न्‍्यूयार्के, 934 
ट्रांज० असे० सेथ० सोसा०, [926, 98, 395-429 


पणाल 556टांबो कप्राठए0ए5 बणते पीशंए &[0070- 


हझाधगा&707॥8, भाग 7, एकेडमिक प्रेस, न्ययार्क, ]9069 


576८ांथ) #प्ा८४०758, सेकपिलन कम्पनी, न्य्यार्क 
4060 


प्रोसी० नेश० एके० सांदूस (इंडिया), ।907, 
374, 79-96 


कमेंट० मेथ० युनि० सेंट पाल, 970, 8, 95-0 
मंथमटिक्स स्टुडेण्ट्स (प्रकाशनाधीन ) 


200, 0।00, )(०६॥, (प्रकाशनाधीन ) 


४ [3॥3 7375॥ 306 /४॥70७537॥09॥23॥ ?9६7०]|८४ 
४०!. ।6, ४०. |, /१७॥37५, ।973, १०४९६ 67-72 


वामावते ऐस्पेराजोन तथा ग्लूटामिन से सिल्वर त) थैलियम () लेड (7), 
सरकरो (6) तथा करेोमियम /5) के कोलेटों का 
निर्माण एवं उनका स्थायित्व 


रमेश चन्द्र तिवारी तथा मनहरन नाथ श्रीवास्तव 
रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 


| प्राप्त--सितम्बर 26, 972 ] 
सारांश 


वामावत ऐस्पेराजीन तथा ग्लूटामिन से सिल्वर (), थैलियम (7), लेड (), मरकरी (77) तथा 
क्रोमियम (॥4॥) के कीलेटों के निर्माण का अध्ययन विभवमापी विधि द्वारा किया गया है | 25" से० ताप 
ग्रोर 0:0/ श्रायनिक सान्द्रता (सोडियम परकक्‍्लोरेंट) पर इनके स्थायित्व स्थिरांकों के निम्नलिखित 
मान प्राप्त हुए : 


०8 हि, 3:79, 08 ६, 3-37; 7] () ॥08 3.28; 7७ (7) 


ऐस्पेराजिनेट कीलेट : ७8 (] 
76, 08 +#3 5-00; (क (दा) [08 के 6:63, ]08 8, 5-47 । 


68 ५», 4-93; छ8 (7) [08 #, 


स्लूटामिनेट कोलेट : 08 () ॥68 ४, 3-79, ॥68 6, 3-35; पर () ॥08 & 3-24; 79% ता) 
[08 #$, 4-92; (7 (774) 408 7५. 6-58, 409 7६, 5-47 । 


695/५2"93. 0३६ 


ठ0#फ्राब्वाउ०्स बणवें 5रॉजिपधरड 6 डायए०> त) फ:ंच्रर्० (), ॥९०व (), 20९४०००ए () , 
बाते ट७०फए्रांपरफ (7॥) ट९४३६४९5 छा 4-25छए०नछ:४९. क्खते. [-छपबप्सांशल, 9 7, 0. 
बीर्णकाप ब्यत ऐड, ऐड, छलएडडाबए३, (रील्शांआएए 6फबापशार्ता, ऐकारएलआाए ती 'तना०००, 
4)|58 44. 


उठ गालावों लाटीक्वाटड8 06 8 (), ॥7 (), 7% (), 8 () ग्झत (+ (त]) ताले रा 
[-ककडछ का बश70 40 (३ पकियांआद ]43ए6 एटा दा रत 900705्ालज॒टबाए, है 8 ठ098%एटव 7796 
70 28 (4), 4] () 70 नए ([4) टाए[80९० इएछ/टात8 हट इठ0ॉप्रावठ्ाड फकट्याबांए टाॉलडओ रठप्रशीठप 
ब्यत॑ 407 4] (7) टाटा 68 ऐपिज>ू), छल बढ 07 08 () ब्यूव लू (7) कल००४, पं->2, ऐप 
॥ 0 (44) शत (० ([44) टाट]80९ $ए5टआाड छ76 टाफ़ॉद707 0९ट८प्रा5 # 67 ल्‍- छर्पि 6-5, 8४0 6-0 
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7259८लांलंए्लीए, बणपे >0िड एलंजॉशा0णा ए०ंजा हे शुशू०004९६४ 8 77कशगपाए एकपफपए 0) 
67 ?9 (7) मदद बचत ४2 07 (७ (7) दलाल, वीलाो। #०घ9००7ए९ 8कजव:ए 60788(5 
39 0-] 38 50007 एकुकटी07ब९ 8: 25९ ७7६ 7#ट[207८वं 48 : 


4$802872889772/6 ८४6९७/८5. 


[8 78, 3-79, 08 &, 3:37 छा 8 (); 08 7 & 3-28 (तप (7); 68 *। 493 [67 
एऋ (7); 08 &, 5-76, 08 5, 5-00 छत झ8 (77); 08 7, 6-63, 468 768, 3547 [० (7४ (77ै). 


(+]797970260८ ८7८!०/८5. 


68 &€, 3-79, 608 56, 3:33 ७ 38 (7); 768 # 3-24 0 ] (7); 08 5, 492 07 
79 (); 08 5, 6-58, 08 7, 3:47 707 (४४ (77) . 


इस प्रयोगशाला से पृव प्रकाशित शोधपत्रों में सिह तथा श्रीवास्तव/7 ने ऐस्पाटिक तथा ग्लूटे- 
मिक अम्लों से निरमित कुछ धातु आयतों के कीलेटों का भ्रध्ययत किया । ऐस्पेराजीन तथा ग्लूटामिन क्रमशः 
ऐस्पाटिक तथा ग्लूटेमिक अम्लों के ऐमाइड ब्युत्पन्न होते हैं । संदर्भों के सर्वेक्षण से प्रगठ है कि' ऐस्पेरा- 
जीन से निर्मित कुछ धातु आयनों के कीलेटों”) के निर्माण का अध्ययन पहले भी किया गया है, श्रौर 
उनके स्थायित्व स्थिरांक सम्बन्धी अकिड़े भी उपलब्ध हैं, परन्तु ग्लूटामिन पर इस प्रकार का कोई कार्य 
नहीं किया गया है। एक पूर्ववर्ती सूचना! में हम ऐस्पेराजीन तथा ग्लूटामिन से निर्मित बनेडियम (५७) 
मालिब्डेनम (५) तथा टंगसूटन (५7) के कीलेटों का अध्ययन प्रस्तुत कर चुके हैं । प्रस्तुत शोबपत्र में 
ऐस्पेराजीन तथा ग्लूटामिन से सिल्वर ([), थैलियम (7), लेड (), मरकरी (), तथा क्रोमियम (॥[) 
के कीलेटों के निर्माण का अध्ययन है और उनके स्थायित्व स्थिरांकों का परिकलन दिया गया है। यह 
अध्ययन इविंग एवं रोसोंटी/श द्वारा संशोधित केलविन/ तथा बेस्म”०" की पी-एच अनुमापन विधि 
द्वारा किया गया है.। 


प्रयोगात्मक 


प्रयुक्त अभिकर्मक : /-ऐस्पराजीन (रीडेल), एल-लूटामिन (मर्क), सिल्वर नाइट्रेंट (अनालार 
बी० डी० एच० ), थलस सल्फेट (अनालार बी० डी० एच०), लेड नाइट्रेट (प्रनालार बी० डी० एच०) 
मरक्यूरिक क्लोराइड (अनालार बी० डी० एच०), क्रोमियम सल्फेट (मर्क), परक्‍्लोरिक अम्ल (रीडेल ) 
सोडियम परक्‍्लोरेट (रीडेल), सोडियम हाइड्राक्साइड (मर्क) के विलयन कार्बन डाइ आक्साइड से मुक्त 
शुद्ध आसुत जल में बनाये गये तथा उनका ,मानकीकरण उपयुक्त मानक विधियों द्वारा किया गया। 
पी-एच के मापनों के लिए लीड्स-तार्थप का पी-एच मापी प्रयुक्त किया गया । 


प्रक्रि। :: निम्नलिखित मिश्रण तैयार किये गये और प्रत्येक का पूर्ण श्रायतत 50 मिली० रखा 
गया । 


(भर) अम्ल (0 मिली ० 05 ॥/ सोडियम परक्‍्लोरेट तथा 0 मिली० 0-02 ॥/ परकक्‍्लोरिक 
भ्रम्ल) (ब) लिगेंड (मिश्ररा श्र और 0 मिली० 0:02 ॥४ /-ऐस्पैराजीन ्रथवा “गलूटामिन), (स) संकर 
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(मिश्रण ब और किसी धातु आयन के 0-:0 ॥/ विलयन का 5 _ मिली०) । इस प्रकार प्रत्येक विलयन 
की आ्रायनिक सानद्रता 0-] ॥४ सोडियम परकक्‍्लोरेट हुई। इत मिश्रणों का फिर अलग-अलग अनुमापत 
एक' का्बतिट मुक्त मातक 0-2 // सोडियम हाइड्राक्साइड विलयन द्वारा पी-एच माप कर किया 
गया। सभी अनुमापत् 25? से० पर एक जल जैकेट से युक्त मुद्रित पात्र में किये गये । अनुमापन के पूर्व 
तथा मध्य, कार्बन डाइप्राक्साइड से मुक्त करने के लिए मिश्रण विलयनों में शुद्ध नाइट्रोजन गेस 
प्रवाहित की गई । पी-एच अनुमापत वक्रों के पारस्परिक अंत्रों से इविग तथा रोसोटी के समीकरणों 
के द्वारा 5, 9 तेया # 2. की गणना की गई। 


परिणाम तथा विवेचना 


पी-एच अनुमापनों से प्रगट होता है कि 8 (7), 77 (7) तथा छा (7) के निकायों में विलयन 
निरन्तर पूर्णात: निर्मल रहते हैं, परन्तु ?9 () तथा (# (!) के निकायों में क्षार की मात्रा बढ़ाने पर 
श्रवक्षेपण होने लगता है। यह अ्रवक्षेपण 79 (77) के निकायों में -» 6-3 पी-एच पर तथा (# (777) 
के निकायों में -- 6.0 पी-एच पर आरम्भ हो जाता है । इसके श्रतिरिक्त, लिगैंड तथा संकरों के विभिन्न 
पी-एच अ्रनुमापन वक्रों के पारस्परिक अन्तर से यह स्पष्ट है कि कीलेटों के निर्माण में 88 (7) तथा 
पु॥ () से केवल एक प्रोटॉन मुक्त होता है, प्र ([7) से कुल दो प्रोट्रॉन निकलते हैं, ?0 (77) से कुल दो 
प्रोटॉन मुक्त होते प्रतीत होते है, परन्तु लगभग एक प्रोटॉन मुक्त होने के पश्चात्‌ अवक्षेपण होने लगता है । 
इसी प्रकार क्रोमियम (77) से मुक्त प्रोटॉनों की कुल संख्या तो तीन प्रतीत होती है, प्रसन्‍्तु दो प्रोटॉन 
मुक्त होने के पश्चात्‌ अवक्षेपण झारम्म हो जाता है । 


चित्र ! में “ऐस्पैराजीन के प्रोटॉन-लिगेंड संकर का निर्माण वक्र (9, तथा छाए के मध्य ) प्रदर्शित 


है। /“ग्लूटामिन से भी लगभग वेसा ही निर्माण वक्र/7 प्राप्त होता है । इसके आधार पर इन लिगेडों 
के प्रोटॉनीकरण स्थिरांकों की गणना की गई है और उनके मान आगे दिये जा रहे हैं :-- 





शि्रॉनि 


चित्र !. /“ऐस्पैराजीन का प्रोटॉन-लिगैंड संक्र निर्माण वक्र 
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(-ऐस्पे राजीन :. 608 #,ल 8-70, 68 &,पघर 2:6 तथा 


“सलूटामिन 08 ४ 8-9, 408 # | 22]. । 


चित्र 2 तथा 3 में क्रमशः /-ऐस्पैराजीन तथा / ग्लूटामिन से बने कीलेटों के निर्माण बक्र (प तथा 
9, के मध्य) प्रदर्शित हैं। इस संदर्भ में यह उल्लेखनीय है कि . की गणना 99 (77 ) तथा (४ (777) के 





2 ६ ट ० नर 
0. --+» 
७ ।] (), 0 44(/) , 4 ?0 (॥), ० ८४ (॥) 





9“ 


७ 7| (7), 5 44 (7), & 79 (7) , छ #4 (7),० ८7 (॥) 


चित्र 2. /ऐस्पेराजिनेट कीलेटों के निर्माण वक्र चित्र 2. /ग्लूटामिनेट कीलेटों के निर्माण वक् 


निकायों में भी उन्हीं बिन्‍्दुओं तक की गई है जहाँ तक विलयन पूर्णतः निर्मेल थे । इस प्रकार इन निर्माण- 
बक़रों से स्पष्ट है कि (५ (7) के कीलेटों के लिए ''" का माव केवल एक है, जबकि 08 (7) तथा ॥8 (7) 
में ५ का मान दो है, अर्थात्‌ 7१ (7) से केवल एक कीलेट ४, बनता है, जब कि ७४ (7) तथा पर (7) 
से दो कीलेट क्रमशः 30, तथा था, बनते है। 79 (7) के निकाय में भी अ्रवक्षेपण के पूर्व के का 
अधिकतम मान केवल एक तक ही पहुँचता है, परन्तु (७ (ता) के निकायों में इसका अधिकतम मान 
लगभग £ तक पहुंचता है। अ्तएवं प] () तथा 79 (77) के कीलेटों के लिए केवल एक स्थायित्व 
स्थिरांक का परिकलत माध्यमान विधि द्वारा किया गया । परन्तु ७8 (), पा () तथा + (ता) 
के कीजेटों के दो दो स्थायित्व स्थिरांक, &, तथा #,, परिकलित किये गये। निर्माण वक्रों के विश्लेषण 
से स्पष्ट है कि 38 (!) के कीलेटों में #,/#, का अनुपात «४0०-8 है, पर (7) के कीलेटों में #,/#2, 
ल्‍४0, तथा (७ () के कीलेटों में यह अनुपात लगभग 07-» है । अतः इन बातु आयनों की कीलेटों 
के स्थायित्व स्थिरांकों का परिकलन संशोधन पद तथा उत्तरोत्तर सन्निकटन विधियों द्वारा किया गया है । 
स्थायित्व स्थिरांकों के मान सारणी ! में संग्रहीत हैं । 


वामावर्त ऐस्पेराजीन तथा ग्लूटामिन से कीलेट निर्माण 7 
साररगी 7 


/ऐस्पेराजीन तथा “ग्लूटामिन से निर्मित “8 (), प] (), 79७ (7), छ& () तथा 
(४ (777) के कीलेगों के स्थायित्व स्थिरांक 


ताप 25० सें० /--0-] 0४ सोडियम परक्‍लोरेट 


| सके ८५4 ६2% पक ८-ाा382-308;34७५५७५०३॥ अं ज:॥8:.34:3:4.4.4 9... 4-५-&०+-----५४००-४+६६२०००७/४क-न+-क, भम्जेकककअपेकनक 6 २आ 2७ अन्‍न्‍क ध्क पक 





30। 2३०+-२०.३०४ + सका हा "+. 3९३3-42 प-मकाम/+43७४७ <.-.५०.०५५५अ ५, ०3323; की अं+»->-&.क...प+ अनाथ, 333334॥038% जम फ्ार-+ कमा. 3५33. 3 ५०७७+४४५ ४५४७५... पनक पहन, 


ऐंस्पेराजीन स्लूटामिन 
धातु आयन 77 परिसर परिकलन-विधि 708 &, 7608 &, 68 8 7०8 6. 68 7, 08 9 
न नल करके डिक सकल तक मिस मन सन सर रत नल न + जप न्‍ननकलस 2ेन पक डक जद 


लक (7) 6:.60--8:-2 ग्रड्ें # के मान 3.95 3-20 नज़र 0057 6 [7 . 
संशोधन पद विधि 3:87 6 शक 4 औक, 3:87 3:23 7:]0 
उत्तरोत्तर सन्निकटन 3:70 3-+7 7:]7 3-7] 3-46 7-7 
विधि द 
साध्य मान 3:79 3" 7']6 3579 3:35 “7-4. 


व] (॥॥ 6:6--8:5 अ्रद्ध ह का-्मान 3-25 मी कर 


दा 
>> 
बा । 
। 
। 
| 


साध्य सान 3:28 री 3-28 3- 4 >> 324. 
?७9 (77) 5500--0"5 ग्रद्ध का मान 495 के मा: + मम 

माध्य समान 4-93 न-+- 4:03 4-92 ---. 4:92 
वि (0) 40--7:.0 अब्रद्ध भ्क के मा 5:85 4:90 -- * (निर्देश नं० !) 


संशोधन पद विधि 5:80 4:95 0-75 
उत्तरोत्तर सन्निकटन 5.7] 5-05 ]0-76 


विधि 
माध्य मान £+ / 0 3:00 0:-76 
(7 (॥7]) 3500-50] ग्रद्ध & के मान 6:65 5-45 के 6:60 5:45 >_>-- 


संशोधन पद विधि 65:68 5-42 |2-]0 6:64 5-42 []2-:06 
उत्तरोत्तर सन्निकटन 6:57 5-53 ॥2-]0 6:52 5:53 !2:05 
विधि 


माध्य समान 65:63 3"-4/ १व2-0 6:38 3-47 42:05 


लि णिणणणणिणणदणणिणणजंजदजणजजजजजजजभभजख::पथिथणफ।डस्‍क्‍स्‍दस्‍: :।: क,्प्ैदद-ू-ै+ैप्प3िा/जजंंहंहकंंफन--न-न-त++++++__ 


प्र्थ 


दा । 
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श्याम सुन्दर पुरोहित तथ। सुरेश चन्द्र 
ग्रामेटा 
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संभाव्य कैंसर निरोधक औषधियों के लिए >-ऐसिनो-, 3, 4-थायडायजोल- 
व्युत्पन्नों का संश्लेषण 
रवीन्द्र प्रताप राव तथा जगत नारायण सिंह 
रसायन विभाग, गोरखपुर विश्वविद्यालय, गोरखपुर 


| प्राप्त--अक्टूबर 0, 97< |] 
सारांश ! 


इस शोध योजना में <-ऐमिनो !, 3, “-थायडायज़ोल तथा सम्बन्धित यौगिकों के गुणों पर 
उनकी संरचना के प्रभावों का अ्रध्ययन किया गया है | उनके विभिन्न व्युत्पन्न तैयार करने की विधियों 
का संक्षिप्त वर्णन भी दिया गया है । 


&$95॥72 ८ 


७एफवि९ड7)5 067 2ैे्बप्यग0- , 3, 4-प्रांग्र्ता920702९ तंरएाचथाए९४5 25 एछ0/ट्मानों. बाए- 
एना2९४७ बडुट्खाड5, 29 फिक्षए्ट्रका॥ शिया रि40 2700 98०7 ४ए०ए४ शिशही), एएट्मांडएए 
क्‍26027फ्ाटा, एरएटाओआाए 06 (078: 79ए9प7, ( 072/0एप् , 

230ए]- (5-279&70770-4, 3, 4-79647920-2-9ए]) 5पा[व९8 99५7८ 96९० 0720727९८वं 77 2000 
ज़ालांतड3 9ए 96 बटांठय 0 बकिए 74468 07 (6 ब्फाठ्तश8 ० 2-97५]277770-3-77672८2[0/0-!, 3 
4-9 492068., 76 8चरधटआ$8 0 2-79 70770-9-70722/000-7 4-धरा9692068 9298 0667 
207०ए८वं 9५ #लीपफाए8 4-37ए907052फा 287 0क2968 छा टब007 वांडपौफ्वल कक वंधाधाएओए- 
ठिाफबंत6, 6 8979096528, [70960065 शत 59९2८0770082076 #प्रदा€8 60 ६9686 207090प्र505 
[8ए6 766७४ [765९४0८वं,. 4४96 ॥09 7630प्ररठक४ ४7958 396८78 0/796 387/7ए-(3-[॥67ए4शां॥0- 
], 3, 4-्रब्र्तदा9200-2-79) ड्याफशवडड #०ए6 उल्ल्य वाला, फल [कढडइलाणए: शपवेए ता 
8>6टाएब 45 960 वाएंवलत उठ [छ० फका5.,.. +86 'काएुंग फाबडउड 7९870: 7 #टाओंए8 ंशाबटा 6 
2676म3 छा प्र #_टा]05एटा6 फाफए 800 78 एटए वादा आ7ट6 7 78875 70700 #28207075 
770णंशए [05828 #07 6 बाज -ा0-870प9... 486 *१०एछ फाबड३ 7587077 35 ठा 006 77/6- 
7680 8726 ॥ 7#68पर[08 0770 (96 75807 04 786 #ढाढः02एटीाट #य2.,.. <4+86 ४7988 896८ट7प्रया 6 
॥-2प0०-(5-[टठाज्कयाआं7०0-, 3, 4-्रंबतां42०-2-ए9]) 8पा एव 75 एए्ज़ंटक 0 07७ 20%ए0पफ्ात5 
बाते 00790आ007 0 8076 70798 उंध ३8 77955 80962८09 प्रा 448 76०7 87ए९7. 


थायडायज़ोलों और उनके व्युत्पन्नों में प्रतिजीवाणु१०१, कवक नाशक*०773 तथा शाकनाशक"876 
सक्रियता पायी जाती है। दो थायडायज़ोल व्युत्पन्नों में ल्यूकीमिया-रोघक गुण बताए गए हैं।९ । 
8? ] 


74 रवीन्द्र प्रताप राव तथा जगत नारायरा सिंह 


वे 2-ऐमिनो-, 3, 4-थायडायज़ोल (!) तथा 2-एथिलऐमिनो-!, 3, 4-थायडायज़ोल (2) हैं, जो 
ल्यूकीमिया एल !20 की वृद्धि को रोकते हैं । वे जीवत-अवधि की वृद्धि करने में ऐमिनोटेरित के समान 
(लेकित एमेयोप्टरिन से कम) प्रमावी हैं। निकोटितामाइड, थायडायज़ोलों की ल्यूकीमिया-रोधक क्रिया 
तथा उनके विषैलेपन को नष्ट कर देता है। पात्रे थायडायज़ोल का विनिमय डाइफास्फोपिरिडीन न्यूक्लि- 
योटाइड के निकोटिनामाइड खंड के साथ पाया जाता है, जिसके फलस्वरूप डाइफास्फोपिरिडीन न्यूक्लि- 
योटाइड का थायडायज़ोल अनुरूप बनता है । 07 ब्रंकित थायडायज़ोल चूहों के ऊतकों में सन्निविष्ट 


किक 


हो जाता है । 


कुछ समय पूर्व ऐमिनोथायडायज़ोल व्युत्पन्नों के अर्वदनाशक प्रभावों का सूल्यांकन किया गया है | 
2-ऐपमिनों-, 3, 4-बायडायजोल (),  “-ऐमिनो-5-मेथिल-, 3, 4-थायडायज्ोल (3) तथा 
2-ऐसीटिलऐमिनो 3-सल्फामाइडो-[, 3, 4-थायडायजोल (4) के प्रभावों का अ्रध्ययनत चहों एवं चूहियों 
में प्रतिरोपित अवु दों पर किया गया । 


2-ऐसीटिल रमिनो-5-सल्फामाइडों !, 3, 4-थायडायज़ोल (5) में चूहियों में प्रतिरोषित मैले- 


नोमा के सापेक्ष (अरबृद वृद्धि का संदमन 3-73% ) तथा चहों में कासिनोमा के सापेक्ष (संदमत 34%) 
साधारण श्रर्वदरोधक गुण पाए गए । 2-ऐसिनो-।, 3, 4-थायडायज्ोल ने चूहों के साथ 3 मि० ग्रा०/ 
कि० ग्रा० और चूहियों के साथ 0-5 सि०ग्रा० की मात्रा में, साकोग्ना-45 के साथ 70% संदमन 
तथा मेलेनोमा के साथ 52% संदमन प्रद्शत किया। चुहिया के लसीका-प्ताकोंमा पर 2-ऐसिनों- 
5-मेथिल-!, 3, 4-थायडायज्ोल का कोई प्रभाव नहीं हुआ । साककोम्ा-45, मेलेनवोमा तथा लतीका- 
सार्कोमा पर <-ऐसिनॉ-3-सेथिल-, 3, 4-बायडायजोल का प्रायोगिक रूप से कोई प्रभाव नहीं था । 


आइसोनिकोंटिनामाइड ओर उसके व्युत्यन्ञों द्वारा 2-ऐमिनों थायडायजोलों के ल्यूकीमियारोधक' 
प्रभावों का प्रवलीकरण बताया गया है । श्राइसो निकोटिवामाइड, 6-ऐ।|सनो पिकोलिनाम/इड तथा विभिन्न 
निकोटितामाइड व्युत्पन्न चूहे पर प्रतिरोपित ल्यूकीमिया के विरुद्ध सक्रियता बढ़ाने में सहायक सिद्ध हुए 
हैं। दोनों निकोटितामाइड तथा तिकोटिनिक अम्ल, आइसोनिकोटिनामाइड के संयोग में, 2 -ऐमिनो 
, 3, 4-थायडायज़ोल की ल्यूकीमियारोधक सक्रियता को रोक देते हैं। न तो आइसोनिकोटिनिक' अम्ल 
और न 0-ऐमिनोपिकोलिनिक अम्ल ही <-ऐमिनो !, 3, 4-थायडायज़ोल की ल्यूकीमियारोधक सक्रियता 
को बढ़ाने में सहायक हैं । 


चुट्टियों में प्रतिरोपित सार्कोमा-80 और कार्सिनोम[-63 के विरुद्ध ऐलिलप्रतिस्थापित थायडाय- 
जोलों के वृद्धि संदमनी सक्रियता का अव्ययन किया गया है!१। 2-डाइऐलिलऐमिनों-], 8, 4-थ्रायडाय- 
जोल, <-ड|इऐलिलऐसिनो, 5-ऐमिनो-, 3, 4-थायडायज़ोल, 2-ऐलिलऐमिनो-5-ऐमिनो-], 3, 4-थाय- 
डायजोल (3) और 2-ऐलिलाक्सी-!, 3, 4-थायडायज्ञोल संदमनी यौगिक हैं । 

प्रायः यह देखा गया है कि अर्वृदरोधक यौगिकों में ऐलिल वर्ग बीटा-क्लो रोएथिल वर्ग या 


एथिलीनइमिनो वर्ग से कम प्रभावकारी है। 
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५, ४-डाइएथिलीन-४/-एथिल-औ//- (7, ४ 4-थायडायजोल-2-इल। फास्फोरऐमाइड चूहों पर 
प्रतिरोपित अर्वदों को नष्ट करने में सक्रिय हैं? । यह यौगिक 2-एथिलऐमिनों-4, 3, “-थायडायजाल 
हाइड्रोक्लोराइड से वनाया गया है । 


-डीग्रॉक्सी-[-[ (!, 3, 4-थायडायजोल-2-इल ) ऐमिनो ] बीठा-डी-ग्लूकूरोनऐमाइड (6) एक 
अर्बुद रोधक ओषधि के रूप में लाभदायक सिद्ध हुआ है 


विभिन्न थायडायजौलों और उनके व्युत्पन्नों पर अल्प साहित्य उपलब्ध हैट? । यह शोब-योजना 

-ऐमिनो-, 3, 4-थायडायज़ोल शौर सम्बन्धित यौगिकों के गुगों पर उनकी संरचना के प्रभावों के 

अध्ययन से सम्बन्धित है। नीचे 2-ऐमिनो-, 3, ४ायडानजाल म्रकेप्टो-], 3, 4-थायडायज़ोल तथा 
उनके विभिन्न व्युत्यज्ञों के तैयार करने की विधियों का संक्षप्त वर्णन किया गया है । 


प्रयोगात्मक 


2-ऐमिनो-!, 3, 4-थायडायज़ोल, एथिल आर्थोफार्मेट के साथ धायोसेमीकार्याजाइड के संघनन 
से संश्लेषित किया गया है?” । 2-तामंल ब्यूटिलऐमिनो >-मरकप्टो-, 3, 4 -थायडायजोल, ४2-नार्मल- 
हेक्सिलएेमिनों 5-मरकंप्टो-, 3, “-थायडायज़ोल 2-बेंजिलऐमिनों, 5-मरकैप्टो-, 3, 4-थायडायजोल, 
-फेनिलऐमिनों 5-मरकप्टो ), 3, “-थायडायजोल डाइमे।/थल फार्मएेमाइड में काबन डाइसल्फाइड के साथ' 
4-प्रतिस्थापित थायोसेमीकार्बाजाइडों की क्रिया से तैयार किए गए हैं” । 


9 फेनिल-5-मरकेप्टो-।, 3, 4-थायडायजोल ऐल्कोहली पोटेसियम हाइड्रावशाएड में एक तुल्यांक 
कार्बत डाइसल्फाइड के साथ थायोबेंजोइक अम्ल हाइड्राजाइड के पश्चवाहन से संश्लेषित किया गया 


है 25 | 


2-ऐसिटऐमाइडो-5-मेथिल-,3, 4-थायडायज़ोल ऐसीटिक अम्ल और ऐसीटिक ऐनहाइड्राइड के 
साथ थायोसेमीकार्बाजाइड का ऐसीटिलीकरण करने से प्राप्त ऐसीटिक व्युत्पन्न का संश्लेषण ऐसीटिक 
ऐनहाइड्राइड के साथ चक्रीयकरण द्वारा किया गया है” । 


2-मरकैप्टो 5-प्रोपिलथायो-!, 3, 4-थायडायजोल, 2-मरकेप्टो-5-ब्यूटिलथायो-], 3, 4-थाय- 
डायज़ोल, 2-मरकैप्टो-5-नामल-हे क्सिल-थायो-!, 3, 4-थायडायज़ोल, 2-मरकेप्टो-5-बेन्जिलथायो-, 3, 
4-थायडायजोल को क्रमश: प्रोपिल क्लोराइड, ब्यूटिल क्लोराइड, नामंल-हेक्सिल क्लोराइड तथा बेंजिल 
क्लोराइड के साथ 2, 5-डाइमरकंप्टो ।, 3, 4-थायडायज़ोल के जलीय ऐल्कोहली विलय का पश्चवाहन 
करके तैयार किया गया?” । 


2-प्रतिस्थापित 5-बेंजिलथायो-!, 3, 4-थायडायज़ोलों की एक श्रेणी 3-ऐसिलडाइथायोकार्बाज़िक' 
अम्ल एस्टरों के अम्ल उत्प्रेरित सफ्डक्लोविहाड़ीकरण' द्वारा तैयार की गई? । 
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4-नाइट्रोफेनिल-2“-ऐमिनो-(”, 3”, 4“-थायडायज़ोलिल-5“) सल्फाइड ऐल्कोहल में 4-नाइट्रो- 
कलोरोबेन्जीन के साथ 2-मरकैप्टो-5-ऐमिनो-!, 3, 4-थायडायजोल के सोडियम लव॒रश का पश्चवाहन 
करके तैयार किया गया? । 


कैंसर रसायन चिकित्सा में 6-मरकैप्टोप्यूरीन (7क)0-9०, 6-थायोग्वानीन (8)0724, 6-मरकंप्टो 
प्यूरीन राइबोन्यूविलयोसाइड ( 7) 797, 2-ऐमिनो-6-( -मे थिल-4-ता इट्रो-0-इमाइडाजों लिल )-थायो प्यूरीन 
(इमाइ डाजो लिलथायोंग्वानीन ),+*7*0 4-ऐमिनो-2-मेथिलथायो-5-पिरीमिडीन मेथेनॉल,* **, 2, 3-डाइ- 
मरकेप्टो मेथिलथायोफीन,**76 2, 5-डाइमरकैप्टोमेथिथायोफीनका थायोयूरोनियम व्युत्पन्न,/* 4 थायो- 
ग्लाइकोलिक अम्ल? #6 थायोडाइग्ला इकॉल*%7%० और थायोडाइप्रोपिश्लॉनिक अम्ल,१४१-४० तथा उनमें 
से कुछ के ऐल्किलीकत व्युत्पन्नों (उदाहरण के लिए 0-मेथिलथायोप्यूरीन र [इबोन्यूक्लियोसाइड*“,7) 
के महत्व को दृष्टि में रखते हुए यह सोचा गया कि विभिन्न मरक्ेप्टो-], 3, 4-थायडायजोलों तथा उनसे 
व्युत्पन्न अनेक तरह के थायडायजोलिल-ऐल्किल सल्फाइडों का संश्लेषण करके उनकी केंसर-निरोधक 
सक्रियता का परीक्षण किया जाय । 


कुछ 4-ऐरिलथायोसेमीकार्बाजाइड आरंभिक पदार्थों के रूप में उनके संगत प्रार्था ननक ऐमीन से 
कज़ाकोव इत्यादि४) की विधि द्वारा संश्लेषित किए गए । 
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इस विधि द्वारा संश्लेषित यौगिक सारणी ! में दिये गये हैं। 
सारणो 
यौगिक गलनांक 
4, 4-फेनिलथायोसेमी कार्बाज़ाइड 407 
2. 4(-(पैरा-टॉलिल) थायोसेमीकार्बाजाइड 377 
3, 4-(परा-क्लोरोफेनिल) थायोसेमीकार्वाज़ाइड ]807 
4, (-पैराब्रोमोफेनिल) थायोसेमीकार्बाज़ाइड ]89% 
5. 4-(पैरा-आयोडोफेनिल) थायोसेमीकार्बाज़ाइड ]82९ 
6. “-बेंजिल थायोंसेमीकार्बाजाइड 307 
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इस प्रकार प्राप्त 4-ऐरिलथायीसेमीकार्बा जा इड डाइमे 4लफार्मऐमाइड में कार्बन डाइसल्फाइड 
के साथ पश्चवाहित करने से 2-ऐरिलऐमिनो-5-मरकैप्टो-। 3, 4-थायडायजोल देते हैं* । 
3 मम कर ३१॥ 
“० पात -0-पक्ताएस, + ८! 8, 0ज पाप ८) 0 छत 


| ८ 
९ 5 


इस प्रकार से तैयार किए गए थायडायजोल सारणी 2 में दिए गए हैं । 








साररती 2 

थायडायजोल गलनांक 
8. <2-फेनिलऐमिनों-5-मरकैप्टो-, 3, 4-थायडायजील “206” 
2. 2“2-(परा-टॉलिलऐमिनो)-5-मरकैप्टो-!, 3, 4-थायडायजोल 9]8-]9९ 
3, 2£-(पैरा-क्तोरोफेनिल) ऐमिनों -5-मरकैप्टो-। ,8,4-थायडायजोल 88? 
4, 2- पैरा-ब्रोमोफेनिल) ऐमिनो-5-मरकैप्टो-, 3,4-थायडायज़ोल 996% 
3. 2-(पैरा-आ्रायोडोफेनिल) ऐमिनो-5-मरकैप्टो-! ,3,4-थायडायजोल ]73० 
6. “-वेंजिलऐमिनों-5-मरकंप्टो-! ,3 ,4-थायडायज़ोल 397 





“-ऐरिलऐश/नो-5-मरकेप्टो-।, 3, 4-थायडायजोलों से व्यूत्पन्न विभिन्न प्रकार के थाडायज़ोलिल- 
ऐल्किल् सल्फाइडों का संश्लेषण राव** द्वारा उपयोग में लाई गई निम्तांकित विधि से सफलतापूर्वक 
सम्पन्न किया गया है । 


ऐल्किल-(5-ऐसरलऐसमिनो- , 3 ,4-थायडायजोल-3-इल ) सल्फाइड उपयुक्त मरकेप्टो थायडायज्ञोल 
सोडियम लवण की ऐल्किल डैलाइडों के साथ क्रिया से संश्लेषित किए गए थे४* | 


प---- ४-0 थे 
॥ | ५०९) ॥ | 
437 -- १ --- (| (4--७7-.-..> 37 --9)०-.(! (4-9 -- ५०, 
4 | 
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च----- पे 
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जद 


ऐल्किल- (5-ऐरिलऐमिनो-, 3, 4-थायडायजोल 2-इल ) सलफाइड 


इस प्रकार संश्लेषित कुछ-,3,4-थायडायजो लिल-ऐल्किल सल्फाइड सारणी 3 में दिए गए हैं । 
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साररपी 
योगिक । गलनांक' 
], मेथिल-(5-फेनिलऐसिनो-, 3, <-थायडायजोल-2-इल) सल्फाइड 24-26% 
2. एथिल-(5-फेनिलेएमसिनो-, 3, 4-थायडायजोल-2-इल) सल्फाइड ]95-37" 
3. नार्मल-प्रोपिल-(5-फेनिलऐसिनों-!, 3, 4-थायडायज़्ोल-£-इल) सल्फाइड [222 
4. आइसो-प्रोपिल-(5-फेनिलऐसिनो-, 3, 4-थायडायज़ोल-2-इल ) सल्फाइड 80% 
5. नार्मल-ब्यूटिल-(3-फेनिलऐसिनो-7, 3, 4-थायडायज्ोल-2-इल ) सल्फाइड 2202 
6, हितीयक-ब्यूटिल-(35-फंनिलऐसमिनो-।, 3, <-थायडायजोल-£-इ ते) सल्फाइड ०07 
7. तृतीयक-ब्यूटिल-(3-फेचलऐसिेनो-, 3, 4-थायडायजोल-2-इल ) सल्फाइड 40238 
8. मेथिल-[ -ठॉलिलऐमिनो )-।, ७ 4-थायडायजोल-2-इल | सल्फाइड ]34: 
9. एथिल-[ 5-पैरा-टॉलिलऐसिनों )-।, 3, 4-थायडायजोल-:-इल | सल्फाइड ]22-23० 
।0. आइसो-प्रो पिल-[ 5-(परा-टॉलिलऐमिनो )-! थायडायजोल-४-इल | सल्फाइड 80% 
)]. नार्मल-ब्यूटिल-[ 5-(पैरा-टॉलिलऐिनो)-3, 3, 4-थायडायजोल-2-इल | सल्फा 9][0% 
82, ऐलिल-[5-(पैरा-टठॉलिलऐसियो)-], 3, 4-थायडायजोल-2-इल | सल्काइड [[8? 
3, मेथिल-[ 5-(पैरा-क्लोरोफेनिलऐसिनो)-!, 3, 4-थायडायजोल-2-इल | सल्फाइड 203-4 
4, एथिल-[ 5-(पैरा-क्लोरोफेनिलऐमिनो-, 3, 4-थायडायजोल-2-इल | सल्फाइड 95० 


5, आइसो-प्रोपिल-[ 5- (पैरा-क्लोरोफेनिलऐमिनो )-,3,4-थायडायजोल-2-इल | सल्फाइड 52 
6. नामल-ब्यूटिल-[ 5-(पैरा-क्लोरोफेनिलऐमसिनो)-7, 3, “-थायडायजोल-<-इल | सल्फाइड 90 
7, ह्वितीयक-प्यूटिल-[ 3-(पेरा-क्लो रोफेनिलऐ।मिनों )-, 3, 4-थायडायजोल-2-इल | सल्फाइड 2] 0 


8, ऐलिल- | ७० ( पेरा-कलो रोफेनिलऐमिनो ] - ! 3, 4-थायडाय ज्ञाल- 2 “दल है सह्फाइह ]4.9० 
9, मेथिल-[5-(पैरा-ब्रोमोफेनिलऐमिनो)-, 3, “-थायडायज़ोल-2-इल | सल्फाइड ]90% 
20. एथिल-[ 5-(पैरा-ब्रोमोफेनिलऐमिनो)-!, 3, 4-थायडायज़ोल-2-इल | सल्फाइड १9]० 


2(. नामंल-प्रोपिल-[ 5-(पैरा-ब्रोमोफेनिलऐमिनो )-१, 3, “-थ|यडायजोल-<-इल | सल्फाइड 90* 
22, आइसो-प्रोपिल-[ 5-(पैरा-ब्रोमोफेनिलऐमिनो ) -, 3, “-थायडायज़ोल-2-इल] सल्फाइड 84 
23. नार्मल-व्यूटिल- [ 5-पैरा-ब्रोमोफेनिलऐ मिनो )-।, 3, 4-थायडायज़ोल-£-इल | सल्फाइड 85९ 
24. द्वितीयक-व्यूटिल-[ 5-(पैरा-ब्रोमोफेनिलऐमिनो )-), 3, 4-थायडायजोल-2-इल |सल्फाइड 87* 
25. तृतीयक-ब्यूटिल-[5-(पैरा-ब्रोमोफेनिलऐमिनो )- [, 3, 4-थायडायजोल-2-इल || सल्फाइड 206 
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योगिक गलनांक 
26, एथिल-[5-(पैरा-आयोडोफेनिलऐमिनो )-!, 3, 4-थायडायजोल-2-इल | सल्फाइड 75९ 


०7, आइसो-प्रोपिल-[ 5-(पैरा-आयोडोफेनिलऐमिनो-, 3, “-थायडायजोल )-2-इल | सल्फाइड ]73% 
28, नार्मल-ब्यूटिल-[5-(पैरा-आयोडोफ़ेनिलएऐ|मिनो-!, 3, “-थायडायज़ोल-2-इल | सल्फाइड 76" 
29, द्वितीयक-ब्यूटिल-[ 5-(पैरा-आयोडोफेनिलऐमिनो)-],3,4-थायडायजोल-<-इल ] सल्फाइड ]76० 


30. तृतीयक-ब्यूटिल-[ 5-(पैरा-आयोडोफेनिलऐसिनो ) [, 3, 4-थायडायज़ोल-2-इल |] सल्फाइड ]79० 





3!. ऐलिल-(5-बेन्जिलऐमिनो-, 3, 4-थायडायजोल-2-इल) सल्फाइड 79 
32, नार्मल-ब्यूटिल-(3-बेन्जिलएऐमिनो-, 3, 4-थायडायज़ोल-2-इल ) सल्फाइड ]73" 
33. आइसो-ब्यूटिल-(5-बेन्जिलऐमिनो-, 3, 4-थायडायज़ोल-2-इल) सल्फाइड ]68 
34. नामल-ऐमिल-(5-वेन्जिलऐेमिनो-], 3, 4-थायडायज्ोल-2-इल) सल्फाइड 65० 
35. आइसो-ऐमिल-(5-बेन्जिलऐमिनो-।, 3, “-थायडायज़ोल-2- इल ) सल्फाइड ॥26 
305, ४£“-पेंटिल-(3-बेंजिलऐमिनो-!, 3, 4-थायडायजोल-2-इल ) सल्फाइड 7९ 
37, साइकलोहेक्सिल-(5-बेंजिलऐमिनो-, 3, 4-थायडायजोल+£-इल) सल्फाइड 95० 
38. बेंजिल-(5-बेंजिलऐमिनो-, 3, 4-थायडायजोल-2-इल) सल्फाइड [02? 
39. नार्मल-ब्रोमोबेंजिल-(5-बेंजिलऐमिनो-!, 3, 4-थायडायज़ोल-2-इल) सल्फाइड 3-3 8० 
स्पेक्ट्रोस्कीपीय अध्ययन | 

(श्र) पराबंगनी स्पेक्ट्रस क्‍ 


प्रस्तुत कार्य के अन्तर्गत तयार किए गए झनेक तरह के योगिकों का पराबेंगनी स्पेक्ट्रम, एथेनॉल 
को विलायक के रूप में प्रयोग करके पर्किन-एल्मर 204 स्वचालित अभिलेख स्पेक्ट्रममापी पर प्राप्त 
किया गया है । 


ये आँकड़े, 4, 3, 4-थायडायज़ोलों और उनके व्युत्पन्नों?? पर प्रकाशित दूसरे आँकड़ों के योग 
में दिखाते हैँ कि इस प्रकार अध्ययत किए गए यौगिक 230 और 330 मेग झोम (%॥/») के बीच के क्षेत्र 
में विशेष शिखर देते हैं। स्थान स्थान पर फेनिल वर्ग के आर्थोएनिसिल वर्ग से प्रतिस्थापनत के कारण 
बहुत थोड़ा वर्णापकर्षी स्थावान्तरण आता है, जबकि फेनिल वर्ग का बेंजिल वर्ग से प्रतिस्थापन हिप्सो- 
क्रोमिक स्थानान्तरणा देता है । ४ 


संभाव्य कसर निरोधी औषधियाँ 8] 
न न न रा 





यौगिक अवशोषण उच्चिष्ठ,#/॥ 

2-फेनिलऐमिनो-5-मरकंप्टो-] ,3, 4-थायडायज़ोल 238 

257 

328 
2-आर्थो -मेथॉक्सीफेनिलऐमिनो-5-मरकैप्टो- (,3, 4-थायडायजोल 939 

258 

330 
मेथिल-( 5-फेनिलऐमिनो-! ,3,4-थायडायज़ोल-2-इल ) सल्फाइड 245 

305 
'एथिल-(-5-फेनिलऐमिनो- ! .3, 4-थायडायजोल-2-इल ) सल्फाइड 245 

306 
ऐलिल-[ 5-(पैरा-क्लोरोफेनिल) ऐमिनो-,3,4-थायडायज़ोल-२-इल ] सल्फाइड. 255 

308 
आइसो-ऐमिल- (5-बेन्जिलऐमिनो-! , 3, 4-थायडायजोल-2-इल ) सल्फाइड 242 (3!) 

289 


नी ात+ततततततजतत+त»ललल6हनहहईलहलहह..हऔहतह...0ह0ह8हहहह0ुु  / || 


(ब) अ्वरक्त स्पेक्ट्स 


तेयार किए गए अनेक प्रकार के 2-ऐरिलऐमिनो-5-मरकैप्टो-!, 3, 4-थायडायज़ोलों और 
एल्किल/एरैल्किल-(5-एरिलऐमिनो-!, 3, 4-थायडायजोल-2 -इल) सल्फाइडों का अवरक्त स्पेक्ट्रम >ट8/« 
डिस्कों के रूप में पकित-एल्मर मॉडल 337 स्पेक्ट्रममापी पर अमभिलिखित किया गया है। ये यौगिकों की 
संरचना निर्धारित करने में लाभदायक हैं *!*१ | उदाहरणथ, ये विभिन्न प्रतिस्थापियों और संरच- 
नात्मक' इकाइयों की उपस्थिति सूचित करते हैं । 


मेथिल-(5-फे निलऐमिनो-], 3, 4-थायडायजोल-2-इल) सल्फाइड में फ़ेनिल वर्ग को !60 0, 
4380, 450, 792 और 6906८फए077 पर पट्टों द्वारा प्रदर्शित किया गया है । एक मेथिल वर्ग |को 
!370८7 शिखर द्वारा दिखाया गया है । इसमें अन्य वर्ग पत्र, 0--]४ और 5 हैं जो नीचे दिए 
जा रहें हैं । 

3200 ८7977 : रत 
6]0 ८०7 : चक्रीय 00) --!प 
8600, 580, 450, 792, 690८०77 : एक-प्रतिस्थापित फेनिल वर्ग 
350 ८ण्य7 : (ला (सममित- बंकन) ; 
752 का! : 5 
45? 2 


82 रवीन्द्र प्रताप राव तथा जगत नारायण सिंह 


(स) स्यूुक्लीय चुंबकीय अनुनाद (7१)४+े) स्पेक्ट्रस 
> एथिल-(5-फेनिलऐमिनो-!, 3, 4-थायडायजोल-2-इल) सल्फाइड (9) का 7 स्पेक्ट्रम 
000, में 7१५४७ के साथ आंतरिक मानक के रूप में वेरियत ४-50 /0 मशीन पर लिया गया । 


2 
। | 
0प्लतप्त-.2 0--8--0प,--ठप्त, 
52 
5 


एथिल-(5-फेनिलऐसिनो-7, 3, 4-थायडायज्ञोल-2-इल ) सल्फाइड 

इस अण्‌ में प्रोटॉनत चार भिन्न भिन्न परिस्थितियों में उपस्थित हैं : 
(१) एरोमेटिक वलय से संलग्न पाँच प्रोटॉन; 
(2) एक एस प्रोटॉन; 
(3) दो मेथिल प्रोटॉन; 
(4) तीन मेथिल प्रोटॉन; 

इस प्रकार स्पेक्ट्रम में चार संकेत होने चाहिए | इस स्पेक्ट्रम का निरीक्षण करने पर चार संकेत 
मिलते हैं, फिर भी इनमें से केवल एक (एप्त) में एक एकल शिखर (एक पृथल ककुद ) होता है। 
ड्यूटरीकरण करने पर प्ृथुल ककुद अदृश्य हो जाता है, जिससे 'एप्त वर्ग की'उपस्थिति' संपुष्टि 
होती है । 
(६) द्रव्यमान स्पेक्ट्रम 

नामल-ब्यूटिल-(5-फेनिलऐमिनो-!, 3, 4-थायडायजोल-2-इल) सल्फाइड का अल्प विभेदन' 
द्रव्यमान स्पेक्ट्म निकाला गया है । 

द्रव्यममान स्पेक्ट्रम द्वारा नामल-व्यूटिल-(5-फेनिलऐ मिनो-, 3, 4-थायडायजोल-2-इल) सल्फा- 
इड में निम्नलिखित आयनों को पहचाना गया है। नीचे इन आयनों की संरचना दी जा रही है । 





77 /€ संरचना 70/८ संरचना 

77 0दस्, ]90 0,प8,५,5 

9 08 204 0,097 00६5 

93 0८8, 207 0,8५५, ५, 
]04 0,प,ए फ 209 0६9,५,५, 
8 0,प8,घ, 28 0,8, ,५,$ 
33 0,,५, 223 0.५, 5, 
36 0,8५७ 236 009, 0५, 8, 
50 0,/90४,७ 265 0,,8, (५, ६, 
64 0,00५, 


४ -७८७७७७७॥/७/एए"स्‍एरए्ल्‍रत७॥तर्श्णएणशणणाणाणााणाणाणाणाणशाशाणााााााास्‍ा आकलन नजाजजज लक तनमन ब लडकी जल लिन ल कमल दल नल लि कल डि लक शनि किन कक कि निकि मसल नि भ नि वशशिकि कि निलि नल लि लक लीन निनिकिलि की लिन भी डककन्‍ | 
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संभाव्य कैंसर निरोधी औषधियाँ 83 
निद्श 


ओमेल, डब्ल्यू ० । इन्टनें० कांग्रे० केमोथिरेषी 964 (प्रोसी०, थर्ड, 
स्ट्टगर्ट, 2.24 कक, ) , 530-5; केमिकल एब्सट्रेक- 
ट्स, 965, 63, 0986. 


सल्दाबोल्स, एन०, ऐलेक्सीवा, एल० तथा. लेटविजास पी० एस० आर० जिनादनू अ्रकंड० वेस्टिस, 
ब्रिजगा, बी० । ]964, 9, 97-02; केमिकल एब्सद्र क्ट्स, 7965, 
62, 9492, 


वेयूफेन, डब्ल्यूण, पाइल, टी० एच०, फार्मेसी, 7965, 20, 6029-33; केसिकल एब्सट क्ट्स, 
ग्रएबनर, डब्ल्यू० तथा ज्वेलिच, डब्ल्यू० 966, 64, 3466. 
डी०। 


स्केजियस, के० तथा कंम्पबेल, डी० । इन्टर्ने० कांग्रे० केमोथिरापी, 964, प्रोसी० थड०, 
स्टुटगर्ट, 7963 (]), 367-7 0; केमिकल एब्सटेक्ट्स 
966, 65, !254, 


ऐलेकसीवा, टी० एन० तथा सल्दाबोल्स, लेटविजास पी० एस० आर० जिनाट्नू अ्रकेड० वेस्टिस, 
एन० औरो० । ]966, 7, 0-6; केमिकल एब्सद क्टस, 7967 
66, !475, 
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बोहिंगर, सी० एफ०, तथा सोहने, जी० एफ० आर० एम० 7965, 3285; केसिकल एब्स- 


एम० बी० एच० । ट्रं कक्‍्ट्स, ]966, 64, 3553, 

रीमर्स, डब्ल्यू० ए०, गिब्स, जी० जे०, तथा जनेल हेटरोसाइक्लिक केसिस्ट्री, [909, 6, 835-40; 
वीज, एम० जे० । केमिकल एब्सट्रैक्ट्स, 970, 72, 43578. 

कुर्ट स्कजियस तथा बो जिटर बर्गे । एन्टीबायोटिक्स एण्ड केमोथेरापी, 96, 0, 37; 


केमिकल एब्सट्रक्ट्स, [96[, 55, 4577. 


कियर, एल० बी० । यू० एस०, !967, 3, 337, 398; केमिकल एब्स- 
ट्रैक्ट्स, 067 67, 02766. 


एग्रिपैट, एस० ए०। एफ० आर०, !967, !, 502477; केमिकल 
एब्सट्र क्ट्स, 969, 70, 46. 


टार्टलर, जी० तथा वेयूफेन, डब्ल्यू० ।. फार्सेसी, !966, 2, 25-06; केमिकल एब्सट्र क्ट्स, 
966, 65, 74!8, 
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2., मिल्स, जे० टी० तथा वैलेस, एच० ए० 
एच०। 

]3, थाने, जी० डी० तथा लुडविंग, आर०ए०। 

]4. सीबा लिमिटेड बेल्ज० । 

5, स्टेटो, आर० क्यूबो, एच०, ओआई, टी०, 
ग्रोकेमोटो, एच० । 

6., सीओोटी, एम० एम०, हम्फ्रीस, एस० 
आर,०, वेन्डिटी, जे० एम०, कैप्लान, एन ० 
ग्रो० तथा गोल्डिन, ए० । 

7. प्लैन्ठोनोवा, के० जी० एन० । 

8, आदजेन, एच० एफ०, पर्षल जे० आर०, 
केलाम, वी० सी०, क्रेकोफ, आई० एच० 
तथा बर्चनल, जे० एच० । 

9, हिंदेव इन्डो, केई स्टेटो तथा टारु कवासाकी । 

20. सीजर, डी० आर० तथा टाम कुफसिक, ए ० 
एस० । 

2]. मैसाव कुरानारी तथा टोथिवो कोचडो।' 

22, (क) बेम्बस, एल० एल० 
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' [ख) राड, ई० एच० । 


ऐन्सवर्थ, सी० । . 


कने० जने० प्लान्द साइंस, 968, 48, 587-94; 
केमिकल एब्सट्र क्ट्स, 969, 70, 9209. 


कने ० जर्त० बाठनी, !958, 36, 38 9-92; केमिकल 
एब्सट्रे क्ट्स, ]958, 52, 2300. 

]963, 632, 848, नवम्बर 27: केमिकल ए ब्स- 
ट्रेक्ट्स, !964, 60, )5884. 

जन ० आफन० !969, !, 92], 220, जापान; 
केमिकल एब्सट्रैक्ट्स, 970, 72, 43685. 


कसर रिस्चे, 960, 20, 95-20: केमिकल. 
एब्सद् क्ट्स, 960, 54, 23220. 


अकौड० मेड० नौक० एस०एस०एस०“श्रार ० 960, 2, 
6 7-9; केसिकल एब्सट्रक्ट्स, 964, 60, 00. 


कंसर रिसचं, 964, 24, 699-92: केमिकल 
एब्सट्र क्ट्स, !966, 65, 2742. 


सांइस;रिप्ट० रिस० इन्स्ट०, 963, ], 87-9]; 
केमिकल एब्सट्र क्ट्स, 964, 60, 3385. 


जनेल आऑर्गेनिक केमिस्ट्री, 796], 26, 3566; 
केमिकल एब्सट्र क्ट्स, 962, 56, 03., 


जापान, 964, 2, 63]: केमिकल एब्सट्रकक्‍्ट्स, 
]964, 6, 642, 
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(9८पा50ए 07 (7707 (४07790प0708 ( एल्सवीयर 
पब्लिशिग कं०, ऐम्सटडंस, 7957 ), पृष्ठ 473, 


जन ० अमें० केमि० सोंसा०, !656, 78, 973-5; 
केमिकल एब्सट्र क्ट्स, 956, 50, 3886. 
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अग्फा ए० जी० ब्रिट० । 


यंग रिचार्ड, डब्ल्यू०ण तथा ऊड कंश्रिन 
एच० । 


अरे 
बंद, एशव० । 


बेम्बस, एल० एल० । 
इलियन, जी० बी०, बुर्गें, ई० तथा हिटु- 
चिग्स, जी० एच० ॥ 


बर्चेनल, जे० एच०, कार्नोस्की, डी० ए०, 
मर्फी, एम० एल०, एलिसन, आर० आर०, 


'साइक्स, एम० पी०, टैन, सी० टी० सी०, 


मर्मेन, ए० सी०, यूसियोग्लू, एम० तथा 
जोड्स, सी० पी० । 


जुब्नाड, सी० जी० । 


बर्चेनल, जे० एच०, कार्नोस्की, डी० ए०, 
मर्फी, एम० एल०, एलिसन, आर० आर०, 
साइक्स, एम० पी०, टेन, सी० टी० सी०, 
मर्मेब, ए० सी०, यूसियोग्लू, एप० तथा 
जोड़्स, सी० पी०, । 
ले पेज, जी ० ए० । 


एलिसन, आर० आर० तथा बर्चेनल, जे० 
एच० । 

कावनि, पी० पी०, ईरे, ई०, ओवनूस, ए० 
एच०, ओल्सन, के० बी० तथा मिलर, एस० 
पी०। 

चैबेल, एफ० एम०, मान्टगोम'री, जे० ए०, 
स्कीपर, एच० ई०, लेस्टर, डब्ल्यू० आर० 
तथा थाम्सन, जे० आर० । 
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963, 490, 69, अक्टूबर 23; जनें० एपिल० 
जुलाई 960, 27, पृ० 4; केमिकल एब्सटड क्ट्स, 
964, 60, <2950. 


जन ० श्रमे० केसि० सोसा०, !955, 77, 400-3; 
केमिकल एब्सट्रक्‍्ट्स, !956, 50, 670. 


जने० फार्मास्यु० सोसा० जापान, 74, 0935-7; 
केमिकल एब्सट्र क्ट्स, 954, 48, !074]. 


जने० अमें० केमि०, सोसा०, 9535, 67, 668. 


वही, !952, 74, 47. 


अमे० जन ० सेडि० सांइस, !954, 228, 37. 


आकिब्ज इन्टर्नल सेडिसिन, 960, 06, !4], 
663, 


ग्रमे० जनं० मेडिकल साइंस, 954, 228, 377; 
ब्लड, 953, 8, 965. 


कसर, रिसर्च, 960, 20 403. 


क्लिनिकल फार्सेस्युटिकल येरापी, 960, ], 
634. 


ब-सर केमोथेरापी रिपोर्ट, 7964, 36, 59. 


कंसर रिसचचे, 96!, 2], 690, 
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37, 


39५ 


40. 
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42. 


43. 


44. 


43. 


46, 


47, 


रवीन्द्र प्रताप राव तथा जगत नारायरा सिंह 


इलियन, जी ० वी०, कलेघन, एस० डब्ल्यू ० 
नाथन, एच०, बोबर, एस०, रुन्डलेस, 
आर० डब्ल्यू० तथा हिट्चिग्स, जी० एच०। 


रीजेल्सन, डब्ल्यू, हालंड, जे० एफ०, फ्रे, 
ई०, गोल्ड, जी० एल०, हाल, टी०., क्रन्ट, 
एम०, मिलर, एस० ओ० तथा श्निडर, बी० 
आई० || 

एलिसन, आर० झआर० तथा टेन, सी० 
टी० सी० । 

रुडलेस, आर० डब्ल्यू०, फूल्मर, टो० ई०, 
डोले, आर० टी० तथा गोरे, टी० डब्ल्यू । 
ह्वाइट, एफ० आर० । 

राव, आर० पी० | 


हालेंड, जे० एफ०, गुश्री, आर०, शेचा, 
पी० तथा टाइकेलमंन, एच० । 


देसाई, एच० एस०, गुप्टे, एस० एस० तथा 
तिलक, बी० डी० । 


गोग्टे, वी ० एन० । 


सहख्रबुधे, एम० बी०, नारुके र, एम० बी०, 
टूनिस, एल० बी०, तिलक, बी० डी० 
तथा मवसार, एम० डी० । 


सहस्रबुधे, एम० बी०, नारुकर, एम० बी०, 
काट्निस, एल० बी०, क्ृष्णमुर्थी, ए० एस०, 
गेंडेकर, के० एव०, तिलक, बी० डी०, शाह, 
एल० जी० तथा गोग्टे, बी० एन० । 


बेनेट, एल० एल०, ब्रोकमैन, आर० डब्ल्यू ०, 
स्तेब्ली, एच० पी०, चम्प्ले, एस०, डिक्सन, 
जी० जे०, स्केबेल, एफ० एम०, ड्लमैडजे, 
ई० ए०, स्कीपर, एच० ई०, मानन्‍्टगोमरी, 
जे० ए० तथा थामस, एच० जे० । 


बायोकेमि ० फार्सको०, 963, ]2, 05. 


कसर केमोथेरापी रिपोर्ट, 7964, 36, 4, 


केसर केमोथेरापी रिपोर्ट, [760, 8, 6. 
कसर केमोथेरापी रिपोर्ट, 950, 8, 66. 


वही, !96!, ॥4, 23. 
जर्न ० साइं० इंड० रिसर्च, [967, 26, 333. 


कसर रिसचे, 958, 8, 335. 
टेदाहेड़न लेट्स, !7964, 609, 


पी० एच-डी० थिसिस, बाम्बे यूनिवर्सिटी, 963, 


नेचर (लंदन), [959, 84, 20!, 


ऐक्टा अन० इन्ट० कंक्रम, 964, 20, 22. 


नेचर (लन्दन), !965, 205, !276, 


48. 


49, 


50. 


54, 
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कज़ाकोव, वी० या तथा पोस्टोवस्की, 
गई० या । 


राव, आर० पी० । 
सीबा। लिमिटेड ब्रिट० । 


रामचन्दर, जी० तथा श्रीनिवासन, वी० 
आर० । 


पोस्टेस्क, डी०, डाइकोविसियू, सी० तथा 
बिन्डर, यू० । 


इन्वेस्ट० वीशिख यूचेब० जेवेडिनाई, खिस० आई 

खिम ० टेख्नाल०, !96, 4, 238-4: केमिकल 

एब्सद्रक्ट्स, 96], 55, 2345. ह 

लेब्डेव जर्नल सांइस एण्ड टेक्नॉलॉजी, 969, 7, 

47. 

900, 85, 962; केसिकल एब्सट् क्ट्स, 7904, 

60, 4287. 

जने० साइु० इंड० रिसर्च, 962, 2शासी, 
44-75: केसिकल एब्सट्‌ वदस, [960, 07, 
]660!. 

रिव० रोस० किम ०, !968, 33, 56-7; केसि- 

कल एब्सट्र क्ट्स, ]968, 69, !!64., 
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कुछ धातु आयनों के सोडियम नाइट्राइट-ऐसीटोन-जल निकायों में 
आयन विनिमय वितरण साम्य का अध्ययन 


शिवननन्‍्दन शर्मा एवं रा० प्र० भटनागर 
रसायन विभाग, जीवाजी विश्वविद्यालय, ग्वालियर 


सारांश 


प्रस्तुत अध्ययन में ऐसीटोन मिश्वित जलीय निकायों में सोडियम नाइट्राइट की उपस्थिति द्वारा 
ऐसे निकायों का उपयोग किया गया है जो धातु आयनों के नाइट्राइट संकुलों पर अपना प्रभाव डालकर 
'विनिमायकों की उपस्थिति में विनिमय के वितरण साम्य को रूपांतरित करते हैं । 


विभिन्न धातु आयतों को इस प्रकार से सोडियम नाइट्राइट-ऐसीटोन-जल निकायों में प्रयुक्त करके 
उनके वितरण गुणांक का मान ज्ञात किया गया है। #9 के मान को विभिन्न परिस्थितियों में प्राप्त 
करने का यत्व किया गया है और यह बताया गया है कि इन परिवतंशील परिस्थितियों का भ्रायन के 
वितरण साम्प पर क्या प्रभाव पड़ता है । 


इस अध्ययन द्वारा यह भी बताने का यत्न किया गया हैं कि इस प्रकार के मिश्रित निकायों द्वारा 
धातुओं के वेश्लेषिक पृथक्करण की क्या संमावनायें हैं । 


3.95679 ८ 
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आयन विनिमय में व्यक्तीकरण के हेतु संकुलन-कर्मकों के उपयोग करने पर आयनों की विनिमायक 
के लिये वरणात्मकता बदल जाती है। किसी आयन की वरणात्मकता किसी एक प्रकार के विनिमायक के 
लिये घटेगी या बढेगी, यह इस पर निर्मर करता है कि कथित आयन संकुलनकर्मक के सम्पर्क में आकर 
किस सीमा तक संकुल बनाते हैं। इस प्रकार से समान परिस्थितियों में यदि विनिमायक किसी एक 
विरोधी-आयन के स्थान पर अन्य विरोधी-ग्रायन के हेतु वरीयता दर्शाता है, तो यह संकुलन के विस्तार 
एवं संकुलनकर्मक की सान्द्रता पर निर्भर रहता है। आयन विनिमय अध्ययनों में संकुलन कमंकों के रूप 
में अधिकतर ऐसे संकुलन ऋणायनों का प्रयोग हुआ है जो निर्बल अम्लों में से प्राप्त होते हैं। इस प्रकार 
सिद्रेट, दार्टरेट, लेक्टेट आदि आयनों का विस्तृत उपयोग इस कार्य में हुआ है। कई प्रबल अम्लों के ऋणा- 
यन भी इस प्रकार के कार्य में प्रयुक्त हुए हैं, जिनमें से क्लोराइड, फ्लोराइड, सल्फेट तथा नाइटरेट 


मुख्य हैं । 


जलीय विलयनों में धनायत और ऋणायन विनिमायकों के लिये क्लोराइड, फ्लोराइड, सल्फेट 
तथा नाइट्रेट माध्यमों में कई वितरण अध्ययन किये जा चुके हैं ।7४ पिछले कुछ वर्षों से इस प्रकार के 
अध्ययनों के लिये अजलीय एवं मिश्रित जलीय विलयनों का प्रयोग बढ़ा है। किसी जलीय घिलयन में यदि 
श्रुवीय कार्बंतिक विलायक को मिला दिया जाये तो यह योग अनेक प्रकरणों में ्रायनों की वरणात्मकता 
को रूपान्तरित कर देता है | इस प्रकार ग्रायत विनिमय के लिए अनेक बार ऐसी परिस्थितियां प्राप्त की 
जा सकती हैं जो जलीय विलयनों में सम्भव नहीं हो पातीं । इस विषय पर एक उत्तम समीक्षा निबन्ध 
कोकिश?* द्वारा प्रकाशित किया गया है। 


भटनागर तथा सहयोगियों *? ने जलीय सोडियम नाइट्राइट को निक्षालक के रूप में धनायन 
विनिमय वर्शलेखिकी में ग्रतेक बार श्रयुक्त किया है । परन्तु इस संकुलनकर्त्ता ऋणायन की उपस्थिति में 
कुछ आयना का साम्य वितरण अ्रध्ययन जलीय एवं ऐल्कोहलीय विलयनों में भटनागर, त्िवेदी एवं योगे- 
शबाला?? द्वारा प्रकाशित हुआ है । इस अध्ययन में यह दर्शाया गया है कि मिश्रित जलीय' विलयनों का 
बा माध्यम में उपयोग शुद्ध जलीय विलयनों की भ्रपेक्षा कई पृथक्करणों के लिए अधिक उपयोगी 
होता है । 


प्रस्तुत अध्ययन में मिश्चित ऐसीटोन-जल निकायों में नाइट्राइट ऋणायन की उपस्थिति में क्छ्ध 
न तु-प्रायना का साम्यावस्था में वितरण ज्ञात किया गया है। यह अध्ययन घनायन और ऋणायन दोनों 
ही प्रकार के विनिमायकों को लेकर प्रतुस्त किया गया दै । 


आयन विनिमय वितरणा साम्य 9] 
प्रयोगात्मक 
इस अध्ययन में जिन अभिकमंकों का प्रयोग हुआ है, वे निम्नलिखित प्रकार हैं : 


ग्रायन विनिमय रेज़्ित :--धनायनिक विनिमय अध्ययनों के लिए वायु में सुखाये गये प्रबल अम्लीय 
धनायन विनिमायक डावेक्स-50 ॥7/--8 का हाइड्रोजन रूप व्यवहृत किया गया। 


इसी प्रकार डावेक्स----2 8 ऋणायन विनिमायक का नाइट्रेट रूप में उपयोग ऋणायनिक 
विनिमय अध्ययनों के लिए किया गया है। दोनों ही रेजिन वेश्लेषिक कोटि के थे तथा वे 20--50 छिद्र 
वाली चलनी से निकल सकते थे । 


मानक विलयन : ताम्र, रजत, जस्ता एवं कोबाल्ट धातुओं के मानक विलयन उनके शुद्ध नाइट्रेट 
लवरणों का उपयोग करके जल तथा जलीय-ऐसीटोन में 0:05 ,५४ सांद्रता के बनाये गये। कंडमियम तथा 
प।रे के 0:05 ४४ विलयन क्रमश: उनके सल्फेट एवं क्लोराइड लेकर इसी प्रकार बनाये गये । 


विलेयक माध्यम ($0ए०८४८ 77८११७) बनाने के लिये विशुद्ध जल द्विक आसवित ऐसीटोन तथा 
असाधारण शुद्ध श्रेणी के सोडियम नाइट्र।इट का प्रयोग किया गया था । 


विभिन्न तत्वों का निर्धारण : रजत(7) तथा पारे(7[) के निर्धारण के लिए अमोनियम 
थायोसायनेट का प्रयोग लौह (77) झायन सूचक की उपस्थिति में किय। गय।। ताम्र के निर्धारण लिए 
आयडोमिति विधि तथा अन्य श्रायनों के लिये ई० डी० टी० ए० (४07) ग्रनुमापक प्रयुक्त कर संकुल- 
मितीय अनुमापन विधि का प्रयोग किया गया । द 


वितरण गणांक का निर्धारण : वितरण अध्ययन क्रे लिए कांच की डाट वाले शंक्वाकार 
फलास्कों (250 मिली) का उपयोग किया गया । प्रत्येक बार । ग्राम रेजिन को 50 मिली० विलयन 
के साथ (जिसमें धातु आयन 0-05 ४५, जलीय अथवा मिश्चित जलीय-ऐसीटोन-नाइट्राइट माध्यम में उप- 
स्थित था) मिला कर साम्यावस्था प्राप्त की गयी । इस प्रकार से प्राप्त बंचों को साम्यावस्था प्राप्त करने 
के लिये 24 घन्टे तक हिलाया गया तथा उसके पश्चात्‌, प्रत्येक बेच के विलयनों को धातु आयन के लिए 
विश्लेषित किया गया । इस प्रकार प्राप्त धातु आयन की सान्द्रता के आधार पर निम्नलिखित सम्बन्ध 
द्वारा भार वितरण गुणांक :> का परिकलन किया गया : 

_धातु का मिली-तुल्यमान/ ग्राम शुष्क रेजित 
2 धातु का मिली-बुल्यमाव/मिलीलिटर विलयन 


प्राप्त परिणामों को सारणी ! तथा 2 में दिया गया है । 
परिणाम तथा विवेचना 


जल-ऐसीटोन-पोडियम नाइट्राइट निकायों में किये गये आयन विनिमय साम्य-वितरण अध्ययनों में 
यह स्पष्ट है कि इस प्रकार के निकायों के उपयोग से आयनों की वरणात्मकता पर निश्चित प्रभाव पड़ता 
है। सारणी ! के ४, मानों को यदि ध्यान से देखा जाये तो वे साधारणतः लगभग सभी प्रकरणों में 
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सारणी | 


धनायन विनिमायक पर जल-ऐसीटोन-सोंडियम नाइट्राइट निकायों में कुछ आयनों के वितरण गुणांक 


आायन 
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नाइट्राइट की सांद्रता बढ़ाने पर घटते हैं । इसमें यद्यपि कुछ अ्रपवाद मी हैं (जंसे पारे के प्रकरण में #& 

मान पहले बढ़ते हैँ तथा फिर घटते हैं) फिर भी यह सामान्य रूप से कहा जा सकता है कि नाइट्राइट की 
मात्रा बढ़ाने पर धनायन विनिमायक पर आयन का विनिमय कम हो जाता है। इसका मात्र कारण यही 
है कि नाइट्राइट की मात्रा बढ़ने पर आयन का संकुलन वंढ़ जाता है और संकुलित आयन ऐसीटोन की 
उपस्थिति में अधिक स्थायित्व दर्शाता है । यहाँ यह आवश्यक प्रतीत न हीं होता कि संकल के स्थायित्व के 
लिये ऐसीटोन की मात्रा में भो वृद्धि की जाये, क्योंकि 20 प्रतिशत ऐसीटोन पर जो 8५ मान हैं उनमें 
अधिकतर ऐसीटोन की सांद्रता बढ़ाने पर कम होते हैं, बढ़ते नहीं । पारा यहां भी अ्रपवाद है । उसमें 
अधिक <:> मान 30 प्रतिशत ऐसीटोन वाले प्रकरणों में है । इससे यह ज्ञात होता है कि संभवत: इस 


आयन के नाइट्राइट संकुलों को स्थायित्त्र प्रदान करने में 20 के स्थान पर 30 प्रतिशत ऐसीटोन का. 
विलयन अधिक उपयोगी होता है 


उन प्रकरणों में, जहाँ धनायन विनिमायक पर नाइट्राइट की अधिक मात्रा होने पर भी तलना- 
त्मक रूप से अधिक विनिमय हुआ है, यह कहा जा सकता है कि आयन-नाइट्राइट संकल कम स्थायी है। 
इस प्रकार ऐसीटोन एवं नाइट्राइट, दोनों का ही संकुलत साम्य पर प्रभाव पड़ता है। जल में न्यून परा- 
वद्यृत स्थिरांक वाले विज्ञायक के मिश्वित किये जाने पर संकुल निर्माण अ्रधिक होता है।-/4। यहाँ 
भी ऐसीटोन की जलीय विलायकों में उपस्थिति के कारण इसी प्रकार के परिणाम मिलते हैं । 


घनायन-विनिमय (सारणी ) के आधार पर यह कहा जा सकता है कि 30 प्रतिशत ऐसीटोन 
तथा सभी नाइट्राइट सारद्रताओं पर ताम्र का जस्ता और पारे से पृथवकरण हो सकता है। परन्तु ताम्र 
को कोवाल्ट से पृथक करने के लिये 20 प्रतिशत ऐसीटोन झौर न्यूनतम नाइट्राइट सान्द्रता (0:50 /४) 
अधिक उपयोगी है। पारे का केडमियम से पृथक्करण भी लगभग सभी नाइट्राइट सान्द्रताओं पर 20 
30 तथा 30 प्रतिशत ऐस्तीटोन की उपस्थिति में किया जा सकता है। जस्ता तथा कोबाल्ट का पृथ- 
वकरण भी 50 प्रतिशत ऐसीटोन आर व्म नाइट्र।इट सानद्रता वाले विलयनों द्वारा सम्भव है । 


उपर्युक्त प्रस्तावित पृथक्करणों में से ताम्र-पारा, पारा-कडमियम तथा जस्ता-कोबाल्ट के पृथवक- 
रण ऐसे हैं, जो न तो शुद्ध जलीय-नाइट्राइट निक्षालकों द्वारा सम्भव हो सकते हैं, और न ही जल-ऐल्को- 
हल-नाइट्राइट निकायों द्वारा । इसी कारण प्रस्तुत अध्ययन में प्रयुक्त ऐसीटोन सिश्चित निकायों का महत्व 
ज्ञात होता है । 


ऋषणायन विनिमायकों पर किये गये साम्यावस्था वितरण श्रध्ययनों का भी उपयोग इसी कारण 
हैं। सारणी < के वितरणा स्थिरांकों को देखने से ज्ञात होता है कि यहां (ऋणायन विनिमय में) #+ 
का मान नाइट्राइट को बढ़ती हुई सान्द्रता के साथ बढ़ता है। यहां भी पारे का वितरण स्थिरांक अत्यधिक 
ऊँचा है तथा यह मान 30 प्रतिशत ऐसीटोन में 20 प्रतिशत ऐसोटोन वाले विलयनों की अपेक्षा अधिक 
है, जबकि 50 प्रतिशत ऐसीटोन वाले विलयनों में इतकी और अधिक वृद्धि नहीं होती । इस सारणी से 
यह भी ज्ञात होता है कि यहां 20 प्रतिशत ऐसीटोन वाले निकाय आयनों के नाइट्राइट संकुलों को अधिक 
स्थायित्व प्रदान करते हैं । 
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सारणी ४ 


ऋणायन विनिमायक पर जल-ऐसीटोन-सोडियम नाइट्राइट निकायों में कुछ आयनों के वितरण गुरणांक 
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सारणी < में दिये #+ मानों के आवार पर इन धातु आयनों के नाइट्राइट संकुलों के स्थायित्व 
का क्रम ज्ञात करना कठिन नहीं है। यह क्रम ऋणायन विनिमय-वरणात्मकता के क्रम से सामंजस्य 
रखता प्रतीत होता है अतः यह क्रम प्रयुक्त धातुओ्रों के लिये इस प्रकार दिया जा सकता है :-- 


छह ()> 770 (7)->07 ]->04 (7)>00 (7) 


यहां स्पष्ट है कि जस्ता तथा कैडमियम के संकुलों का स्थायित्व ऐसोटोन की उपस्थिति में बिलकुल 
बदल जाता है। इसके विपरीत जलीय विलयतों में केडमियम का संकुल अधिक स्थायी होता है । 
उपयुक्त क्रम में रजत का स्थान निर्धारित नहीं किया गया है, क्योंकि यहु आयन ऐसीटोन मिश्रित विल- 
यनों में नाइट्राइट को कम मात्रा होने पर अवक्षेपित हो जाता है ग्रत: इसके स्थायित्व पर कोई निर्णय 
लेना उचित नहीं होगा । 


इस अध्ययन के आधार पर ऋणायन विनिमायक द्वारा भी अनेक उपयोगी धातुओं का पृथक्क- 
रण किया जा सकता है। इसमें पारे तथा जस्ते का अन्य घातुओं (ताम्र, केडमियम तथा कोबाल्ट) से 
पृथकक रण संम्भव है। प्रस्तुत अध्ययन इस प्रकार वेश्लेषिक रूप से ही महत्वपूर्ण नहीं है, वरन्‌ यह 


मिश्वित विलयनों में श्रायत विनिमय की वरणात्मकताशों के परिवर्तन का उदाहरण भी प्रस्तुत 
करता है । 
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शिवनन्दन शर्मा एवं रा० प्र० भटनागर 


भटनागर, आर० पी० तथा त्रिवेदी, 
आर० पी० । 


भमठनागर, आर० पी० तथा त्रिवेदी, 
आर० जी० | 


भटनागर, आर० पी० तथा सहयोगी । 
गेवल, आर० डब्ल्यूण तथा स्ट्रावेल, 
एस० एु० ॥ 

फ्रिद्ज, जे० एस० तथा पीटरजाईक, 
डी० जै० । 

फ्रिद्ज, जे० एस० तथा रिटिज, 
टी० ए०। 

पीटरजाइक, डी० जे० तथा काइ- 
सर, डी० ए० । 


जने० इंडियन केसि० सोसा०, 965, 42, 53 


इंडियन जर्न० केमि०, !967, 5, 66 


टेलेन्टा 3920, 7, 249 


जने० फिजि० केमसि०, !956, 60, 5!3 


देलेन्दा, !96], 8, 43 


एना० केस ०, 962, 34, )5362 


एना० केम०, 965, 437, 2383 
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गणित विभाग, पी० एस० बी० जी० कालेज, इन्दोर 


[ प्राप्त--अ्रक्टूबर 6, 972 |] 
सारांश 


प्रस्तुत शोघपत्र में सार्वीक्षीत माइजर फलन सम्बन्धी कतिपय समाकलों का मान ज्ञात किया गया 
है । इन समाकलों का उपयोग सार्वक्रित माइजर फलनों के लिये फूरियर प्रसार सूत्र प्राप्त करने के हेतु 
किया गया है । प्राचलों के उपयुक्त चुताव द्वारा रोचक विशिष्ट दशायें प्राप्त की गई हैं । कुछ ज्ञात फल 
तथा आवर्ती सम्बन्ध भी निकाले गये हैं । 


3095079 ८ 


इठ्पलां९४ स्|एफएथाड5र/ता ई०मफरपॉइड ईए# इुस्कल-थार 2०्ते एॉ०९ए४ िट-ः0०7858, 89 


0०70758] 9797, 72८06/670670 67 6 क्वा725, #, 0. 8, (७. (४000588, 7शव07-6 


8 एंड एथ०९०७ 80705 काद्शाबोड बाएं 8०7बााशटत (26७ पिदा078 28५9८ 
96०७० ९ए4प्राटत॑,. ॥फढ३8 ता €इएबॉड 79ए० 92667 ढााए0एटव ६0 ठ9बांग #क#0फ्ल्‍ऑ०९। ढाछबएड07 
77प्रोगड 07 एढ7ा6ण्ब220 टा[ढए0 पिलांता$ड, शिब्रशटपोबा ग्राहएटडए 8 ०3865 #4ए०९ 026९7 
चंल्ाएटव छाए ए096० दाता वा कृद्माबा6678.,.. 50फए06 दाठशा #ठश्पॉ(5 बाते #€टप्राए॥672९ 
722877070 7876 6९८४७ 250 0702/०वैं, 


4. भूमिका : दो चरों वाला सार्वोकृत माइजर फलन 


शर्मा [(7), 90. 26--24] ने दो चरों वाले सार्वेक्षित माइजर फलन को मेलिन-बार्नीज प्रकार 
के द्विगुणा कंटूर समाकल के रूप में निम्न प्रकार से परिचित कराया है : 


० 8) ०४७) |] 
8 (6_, »-.) | (03 (0 | *> (-]) 


(#_+ ४...) | (४ (7) 


भ्क्क 
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5 छल «| 
हा (थ॥2) 2 गत 75 


2? ह। / (८ !ः 
(74 कठक) रे 7 -धकर) ए7 ४ (4-3) 77 7(]-०+) 7४ 7(/० ६): 9४ 
5 अननिजििए 5 तरजवीरि कि 2 मलिक की + काल अधिनित 27 अशलल लल 20 


रह #४| [| 42 2] 
है 7(--6-४-)) हे 7(&/+5+) 77 ग(क-) 7 र-ढ+9) ४ 2०-४३) 
|52+7 तय 5(+3 वचन है 


पर 
6 अत) 
है 


जहाँ 24 तथा 2 उपयुक्त कंटूर हैं । 
4, 2, ८, ... धन पूर्णाक हैं जिनके द्वारा निम्नांकित असमिकायें तुष्ट होती हैं : 
20>, 7>, 4>>, 2>, 
0<#<.4, 0<0<6, 0<#<€ 2, 0<+#<€70, 0</<€#, 


4--८&9-+-#2 तथा -_ऋख्टूक-+ 


उपर्युक्त समाकल सुपारिमाषित है और वह अभिसारी होगा यदि 


() 2(#+4+7?)7>4-+-2--0+2, | ०8 (७) |< [(/#+4न7)- (४+2+०+2)/2[श, 
2/-++#+)>4क+स+्2+#, | शड़ (9 |€[(/+#6+4-(४+ 8+&+/)/2[7; 


(४) 74--6-2-+-2, 4--2-2-+- 70 तो [(७)|<#,<€], [(2)|&€/९,<] “होता चाहिये । 
४50 तेथा 9-0 मानों का वहिष्कार किया गया है । 


सुविधा की दृष्टि से हम संक्षिप्त संकेतों का प्रयोग करेंगे: (७) से 4 प्राचलों 6,, 49, «-७3 ४4 
का बोध होता है । इसी तरह (०), (८), (८), (०) तथा (/) संकेतों का भी । सार्वोक्ृत माइजर फलन 
(-]) का संकेतिक संक्षिप्तीकरण 


5४; )) 55 छः हा ही $% (७-8) ४ (5, ४)45%7 ६४ 6४, 


होगा जहाँ 


5 
/ 2(०/+४+-४] 
हा 


| 
7 7(-०-४-४] 7 7[8/+०+7] 
ज्फिा या 


के 
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7 य(-०+) 77 7(6- ०) 77 7(-०+४0) 7 7(/-॥) 
8 
(5, #) <- 





रे गाब-ओ व -०कओे 7 7०-४४) 7 7(-6+४) 


चटनी 


साथ ही, जहाँ भी यह आवेगा, श्रनेक प्राचलों के होने के कारण निम्नांकित संकेतों से श्रेणी 


का 8. 2र्न॑- [ 7--777-- | 
| फल मक 777 »% # $ ॥ + # ७ # » ७ 5 /7 .] 
(7, ॥) ८] -- -- , ]-- अर 3: कजज नह » ना कल 
777 7॥ ॥2 
४-2 2४न॑-?--7 ४--2-7+गय ४--?१ ४--/£--7 
८5 (70, १--/) 3 *******-* (32 आाका और | आना, 
अहम 4 5 2 अल 





77) हु 


'का प्रतिनिधित्व होगा तथा संकेत /"(८--४) का व्यवहार 7"(०८--४) तथा (८-४) के लिये होगा । 
2. उच्चतर कोटि का द्विगुण हाइपरज्यासितीय फलन 


दो चरों वाले उच्चतर कोटि के ट्विगुण हाइपरज्यामितीय फलन का अध्ययन कैम्पे-द-फेरी [(3)] 
हारा किया जा चुका है । 


मय 


ह |. (०४) 

& (0): '(6//) ४ 
क (0); '(०१) (-2) 
8 |. (59). ० 


2? | (4५)3 (४५) 


ब (८) )/+8 । (० )# (0 25) 
3 ञञ हा न मम 26 9 


77 2 
' श/ 7 (0),५ 7 (०), (०१) 
ता उक्त 


जहाँ संकेत (०५) से ८,, ८, ..., ०७ के क्रम का तथा इसी प्रकार (७), (8), (००), (०/) तथा (०) 
के लिये और | & [<, |» |<, #--2८&४--४+] श्रेणी के परम भ्रभिसररण का बोध होता है । 
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यदि %--/<४ 4-6 +] तो >-फलन की श्रेणी तथा 9 से समस्त संमिश्र मानों के लिये परम 
अभिसारी होती। है यदि %--/-४--#--! हो तो यह * तथा » के ऐसे समस्त संमिश्र मं (नों के लिये 
अभिसारी होती है जिससे | रागाब 963 (6) | 
| & [+| 9 [< प्यांए (4, 2एगशा 7), 


प्राचल %, /, ४, # को लाक्षरिक सूचकांक कहा जाता है और प्राचल[४--# तथा [#--/#+-- 
(॥४--/)] के द्वारा क्रमशः फलन की कोटि एवं श्रेणी सूचित होती है। अन्य हाइपरज्यामितीय फलनों की 
भाँति यहाँ मी किसी हर प्राचल को ऋण पूणाक नहीं होने दिया जाता । 


प्रस्तुत शोवपत्र का उद्देश्य सार्वीक्ृत माइजर फलन सम्बन्धी कतिपय समाकलों का मान ज्ञात 
करना है | इस समाकलों की सहायता से सार्वीक्ृत माइजर फलनों के लिये दो फूरियर श्रेणी सूत्रों की 
स्थापना की गई है । सार्वीक्रेत माइजर फलनों के लिये आवर्ती सम्बन्ध भी व्युत्पन्न किया गया है। इन 
प्राचलों के विशिष्टीकरण द्वारा कई नवीन, ज्ञात तथा रोचक फल प्राप्त किये (गये हैं फलत: इस 
शोधपत्र के परिणाम व्यापक हैं । 


2: समाकल 
प्रथम समाकल : 


४ 8 (4); (०) 
०08 ४0 (अप ३0)- ,४ (3 05%) (०); (४) [#(अं० ३0)%, »(अंए 30) ह ८0 (2-4) 


का ) 


४- ] | 80 3-0 2७ ।-#) (०); ! 
ह 6 (७, [-६-:०), (०) 
कक | (6 ५, 2 ) (23000 04 
(कि ] (४); (४) 


दितीय समाकल : 
नी ४ | (८); (०) 


|, अं7 (2४+-)6 (आ70 0)7-# ४ " हे |) (0); (४) | #(अं॥ 0)%, #(अंग - ४0 (2-2) 


(& ६ #-7) (0 (7) 
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० है] 9०5 6 कह, धो 
8 
0 (99 2--६+-४)५ (७, १-7६-०)+ (०) 


-(-/)* (7) हु (6.4, 0-+ (८); (4) हे 
(2 हे ) (6) (5) 
ड-क, आए 


जहाँ » घन पूर्णाक है, 0<9&#, तथा 

0) 4+2+65+2<2(#+4+?), | आड़ (2) |[€<[(#-+-4+7)--(४+2+7७४+-2)/<|०५ 
4नाटीन-2+7<2(/--6--0, | णट (0) [<[(7+#+/0-(4-8+2+-7)/2]7 
8 (]--26-+-2/6%, +22/%,) 220, #455, 2, ..., 7; /#०7, 2, ...ै /: 

() 4-+-6<5--72, 4+छझ<-#--# (4-65--2--20, 4-7--2--#, तो |&|, |» (<!), 
क्‍0४ (--2६ --2/ ८५, +2/./8, ) 20, 8455, 2, .. , 7; /४55], », ..., /- 


उपपत्ति : (४) सूत्र (2.) की स्थापना के लिये, सार्वीक्षित माइजर फलन ७[« ४7 ३9)77, 
>(अंए ३0)%] को (2,) के समाकल्‍्य में (.]) से मेलिन-बार्नीज प्रकार के द्विगुणा कंटूर समाकल के 
रूप में व्यक्त करने पर तथा समाकलन के क्रम को बदलने पर, जो (2.) में कथित प्रतिबन्धों के अ्रन्तर्गत 
विहित है या प्रक्रम में निहित समाकलों की परम अभिसरणीयता के कारण हमें निम्नांकित की प्राप्ति 
होती है : ह 


| त्र 
पक मन [ " न“ * 7 
(2472) हट [0४ बम /[, दर पक कीट कक लरन ० कक 


अब ज्ञात फल [(4), 9. 44] के द्वारा 68 समाकल का मान ज्ञात करने पर 


शक | कक ॑5 607) 
| ॥ 9 (87 ३09) 728 ८0+-- 40008 776 (/ 506 0 752 80. 


जहाँ 0<:0<#, (६; 7)55£(६--) ... ((-+१--)), #्न, 2, 3, .... (६ 0)557 तथा निम्नांकित 
सम्बन्धों 


4([--०-2४) _(- [8 «३ _ /(त-| #) 


_अलबकलकन, >सल-नन««»+«3 नमक 
न्‍िलननननननना 


5 पा आओ 


तथा गामा फलनों (2), 9. 4, (!44)] के गॉस गुणान प्रमेय के लिये 


770-7 7 
7(#&:८) ८८ (24)7/27-%9)0;#-7 (2 शा ए! (८+ऊ," ४755-०2, 3, 4. .. 


क्र्ल्ल्0 


का उपयोग करने पर हमें 
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(5 
है 76: +5+0) 7 7(-० + >ेया 7(4-७) 77 7--५--/) 
च्ा है 


च् 
हक) 2] ) (४7४7) ॥ ० 2 
के 0 का कक) 

तरिना। र4|7. 











के पड +४ 
4 4 ल्‍ट) 72 8 सा +४) आओ जया “+४+४) ४ 


«यो 7-3 _-+-+-_---+-+-फऊन्‍न्‍ज्- # ० 
ह 7(-०+-3) 7 7(श-) _/ र(-॥+) 7 7 (+ह+/+2) 
है कल 
(2'3) 


प्राप्त होगा । 

कंटर 7... .४-तल पर है और लूपों सहित --४० से --7०० तक जाता है और यदि आवश्यकता 
हुई तो 7(6/-»), (#८-, 2, ....?) के पोल कंदूर के दाई ओर और :(-०--४), (#>+, 
9, तर 2 2 3० (20, > 525 


8 (2 +++ 0) ' कल !), 8-0, ], ..., (०-) 


के पोल बाई ओर स्थित रहते हैं! 

इसी प्रकार /तल में <, कंटूर में काल्पनिक श्रक्षि का एक अंश अपने लूपों सहित --:०० से 
--7०० तक विस्तीर्ण रहता है और जिससे यह आाश्वस्तता रहती है कि 7 /-.), (४--, 2, ..., !) के 
पोल कंटूर के दाई ओर तथा 7(--०--४), (४-], 2, ..., &) एवं 7(6/+-४--४), (#>॥१, 2, ,.., /), 


।( 4 तत्ा गम !) | 5 पक ) 0, ।, .... (2--/)) 


के पोल कंट्र के बाई ओर स्थित हों । 

सार्वक्षत माइजर फलन (७, 9) की परिभाषा से तथा (23) की विवेचना से हमें समाकल 
(2.]) का मान प्राप्त होता है । 
(8) उपर्युक्त विधि का ही सम्प्रयोग करने पर समाकल (2-2) की स्थापना की जा सकती है। 


] कर हे हे 
छुआ %& (४--7)/(5, ४) [, 87 (2४-- )0(»7 0) 7१8+११९४+१०४ ६0 | 97 48 6. 


ग्रब ज्ञात फल ( 5), 9 80.] की सहायता से 0 समाकल का मान ज्ञात करने पर 


का (2--2८£) (६; ४) 


“जाओ [20 457) 0 5070 07328 ते 55 
| क ! &7787(2--6)2(-४) (४-६ ४)! 


सार्वीक्षत माइजर फलनों के फूरियर प्रसार सूत्र 03 


जहाँ 0<:6&#, 22(]--26)>0, तथा (6; 0)--, (£; ४) -८(६--), ........ 


०-9 (६-7-- ), 
#5- ], 2, 3 


0 ७ + के ७ कू # # की 


निम्नांकित सम्बन्धों का उपयोग करने पर 


_ (०-४) ली ) (० -- ) 90 की 
(०)४ 5 जज 9६ ०.) 4 ठ हु ५5 का कल 6 कल तु बस हु 2 कक. 





तथा गाँस के गुणन सूत्र इत्यादि से हमें 


(-/)* . (7) छाज [.,. १७+४४(५ 2 


मा ४-४ ४३ -. 
गा शक +४+४) पा 6 जि बम क ४) 
१८ हुं 


(अर 20 








४८59४ &5 ८. 


१7१0 


2 बत म ' 
या पः ( दल ) हि 7 8:24 आह ) 
2 
प्राप्त होगा जहाँ 7, तथा 2५ उपयुक्त कंट्र हैं शऔरौर जिनसे समाकल (2-2) का मान प्राप्त होता है । 


3. सार्वक्रत माइजर फलनों के फ्रियर श्रेणी प्रसार 


प्रथम फ्रियर श्रेणी : 


[॥ ५५] |७०४७) ह 





(877 20)-28 6 हा 4 7) _ है (6) ; (८) | ४(87 $8)% >(89 पु 20%) 








(8७ ४...) | (% (/ 


कक | ' &(०, ३-६), ७ (०७, !--६), (०); 3 

८ 5 -+| ्ध 

* 3 पट हा 

सकल ; 800 अली ]॒ 28 ९005 
 क कट ८ 9-०, (८); (५) । 


/ आम, (0; (/) 
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द्वितोय फ्रियर श्रेणी : 
९० #| | ७४ ७) 


(अं0 07 # ६ (६ 9-+) (0; (४) | #(अझंछ 02%, ३(आंए " (3-2) 


(/-१, 
£_+ #../) (०); () 


० 0 ] ८ (०, --£), ७ (७, ई--£), (५); 
--+2 


4, । 
8 »+ था न 5 ) ]-- श्र हि 6 
थे ली (0, 2-६ + ”), &७(०2, 7--£- 7), (०) 
(ग/) 7-0 (6_, 70--// (८); (4) “ 
/:, ( ; 
मो कप (८०); (/) पर 


&7 (27-..) 6 
जहाँ » धन पूर्णा क हैं 0&<:8<# और निम्नांकित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत विहित है : 
0) 4+2--0+2<2(#+4+7), | ०8 (४) |<[(8--4-?१)--(४+2--0--.2)/2]+, 
#नीटनीड+री<2(0++/), || शह (29) <[(४-+#+/)-(४+2+झून- 70)/2]#; 
76 (--2£+2/ 5५ +-29./0,)220, /45, 2, ..., ?; /४5-१, 2, ..., /. 


(3) 4+6<छ+7, 4क्डइम--(4--6-28--20, 4--#-57-+/20) तो ||, |» |<-7), 
२8 (कक गा 24% + 22 /%,) >>0 /4, ॥। 24 १५ धन 2 22 *००१ (. 


उपपत्ति 


' 0<:0&+# अतः माना कि 
[4-8 5. 03 () 


/(०)55(आ7 36) 7 5 ;॒ ५ क्‍)_ ») (०); (4) | &(आंग 30)% (अंग ३0% |- 27 2,, ०05 770, 
2 7-0 


ः 
(४ _+ #..) | (०; (7) 
(3-3) 
समीकरण (3-3) विहित है क्योंकि /(6) शतत है और खुले अन्तराल (0 ४) में परिबद्ध विचरण 
घाला है। अब (3-3) में दोनों ओर ००४ ५१ द्वारा गुणा करने तथा 0 से # तक # के प्रति समाकलन 
करने पर ओर समाकलन तथा संकलन के क्रम को बदलने पर, जो कि विहित है, दाईं श्लोर हमें निम्नांकित 
मान मिलेगा 


सार्वीक्षत माइजर फलनों के फूरियर प्रसार सूत्र 05 


(०); (०) 





ः “४; 8 | 


ऐ 005 ४6 (5377 ३09) 728 .$ 0 2-..) (८); (६) | &(अंप ३9)%, )(इ7 50)% | ४0७ (3-4) 
) 
/ 


बडे ञः 9 [! 0058 ४४8 ८05 778 ०0. 
7-0 0 


दाहिनी ओर तथा (3-4) के बाई ओर के फल (2-) में कोज्या फलनों के लाम्बिकता गुण का 
सम्प्रयोग करने पर 
कै. 20, 09 १ (2, 2] --4)५ 9 (9; ]-- 56 (८); 
2 3--2/9 
0 (४०; । “&<:%)5 (6) 


' मम (क्र !) ४8 ५॥(९ / ४ 
ब की ५ (ग् /)) ० - हे । 8) (८); (८) ” ' (35) 
(पर रे ) (८); () 
(--#, क्‍--६ 


अरब प्रसार सूत्र (3-]) की प्राप्ति (3-3) तथा (3:5) की सहायता से की जा सकती है । 
द्वितीय फ्रियर श्रेणी प्रसार सूत्र (3-2) को भी ऊपर की ही विधि का सम्प्रयोग करते हुए तथा 


ज्या फलनों एवं फल (2-2) के लाम्बिक सम्बन्ध का उपयोग करते हुये प्राप्त किया जा सकता है । 


4. सम्प्रयोग 
(]). (2:4), (3:), (2-2) तथा (3-2) की विशिष्ट दशायें : 


(7) 45--१--0, रखने पर 
हे ८8. (4-) 





हे 0, ६ 
;०॥ ) (०2, # (> (आ7. 30% 





हे ९05 ४0 (20 70) 75६ 6. हम (+ ६877 ३30)2? (व) (/) 
० बे ८५ (७५७ ह-6): ८५ (७५ 776): 
00 
2306५ 55% 57 
“(-/*+(7) 5 | (68.५, पर (0); (०४) ० 
हा, न) (6); (2 


9 
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(० 30-% 62,» (लअ० ३०% (४) 63, [ >लिंग ३0% । //2) (4-2) 
मछ 0 (0, औ-75), 0 (७ 76) 
200 08 के 25.) 
हम (0) है 8 
हैः हे ) (2)3 (27) 


[_4४--#, "८ 
| 7 (2४--4)08 (877 8)7-६ 0 हे (& (87 0)? ०) ५० 


तक 


%(६४/)) 7-0 प ह हे 








| ) 668, #(जए 0)» 
५ “] 9 8 7 कि लटक) 
0; 20 
0 (०, 2-6--०), /५ (७, !-६-०) 


+(-)* «|| ] ( ह ») 400 (473) 











] (62500 
7-४, /:-॥ 
(आग, 6)7-०६ (०८, (अंग 08)57 ४ ] ( । »(४7 0)? 82 ] 
४० 2 (89 [ -६): ८5 (2; 9 -5); 
०, 2/2 
; हे ८७ (०0, 2--£+7), ७ (७५ 7---8- 7?) 
््ड जल! हि के के 
- का 56. ५,0-+ (0; (०) 22 | (44) 
5, /( 8); 
(६ ५ ४...) (0; (/) 


870 (27-.-)06' 
7753 
जहाँ ०, ( (४४3) माइजर 6-फलन [(2), 9. 207 ()] है तथा » धन पूरक है 0<0<# और 


निम्नांकित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत विहित है 








0) 2(6+१)>५०+०, | ्ड (७) [<[(4न7)- (७४+2)/2॥०, 
20+#) >्ख+र, | बड़ (2 <[/+॥)- (&+/)/5[9- 
(४ (॥ “28 -+2/4% -+2//%,) 20, 6 ५ 0५ हक आता 5 43 चे० (५ 
(प) ६<2, झ<#' (यदि ८-2, 2-7, तो | ४ |<, | » |<), 
7 (]--28--2/4, +27/0) 220, “4 5, 2, .... 7; /877, 2, -..७ : 


सार्वीकृत माइजर फलनों के फूरियर प्रसार सूत्र ]07 


(2) 4550, 55, /5, / 0 रखने पर तथा 4--6 को ४ द्वारा, 7-2 को # द्वारा 4--4 
को & द्वारा प्रतिस्थापित करने पर और प्राचलों में उपयुक्त परिवर्तन लाने पर माना कि )->0 
तब 


| ०08 ४6 (अंग 36) -28 6, ह (अप 20)7 (४३) ४6 | 





न 5 








(आ० 30)-% 67 *, (# [आए १0)% (४) ) (4-6) 
इक दि पप च । 

ि आग (2४--)0 (आंत 07-% 6: श्‌स्सिप 0) ४४! ) (4-7) 
5 )*ट 620, ( (0 00,2 हक हम ) 

(मम 07% 62 (अं १ ४१) (4-8) 





__ आओ 22 6 ४६७ 6) ए(० ४-४), (०) 
. %/३(7/)) पा हट 3 3005 (8) हक (/५ 2-६-+ 9), हक (2) ] बेड 7)) 


8770 (27 -- ]) 6. 
जो विहित है यदि » धन पूर्णांक हो, 0<:0<:# हो और 
() 2(7-+5):>24--2, | ०2 (७) |< [(7+5) -- (4-+-2)/2|४; 
7७ (]-2& + 29 8,) 20, #+-, 2, ..., ? 
(४) 4<#8( या 4-४, | » |<), 
२८४ ([-2£ --200॥) :>20, ४५5), 2, ..., ? 
(3) 8255 5-१, / न्‍्ूत7, (5२/४५२ (/-- ४००४, /55४-- , /2-5/”"--/£४ +, ८४, --/, 5-50 रखने पर 80, 3-- ८); 
।-4,, ]--2 तथा +- को क्रमश: ८; 8, 4,, ?; तथा ० द्वारा प्रतिस्थापित करने पर 


सार्वीक्त माइजर फलन ०(», ») कम्पे-द-फेरी के द्विगुण हाइपरज्यामितीय फलन (-2) में घटित 
हो जाता है। इस प्रकार हमें निम्नांकित फल प्राप्त होता है: 
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। (८,) 
क हे फ / | (0); (०) ॥॒ | 
| ८058 ४8 (577 $9)7*58 &[डंच ३39)720, 950 ० ८9 (49) 
0 ॥ (6,2) 


2 | (4६५); (६५) 
0 (-2+ 2) ७ (-६+ 
पए । हक (ला 


कम 2० 8 
ध्न्त्छ ट्र्न्ः 


]._ हे 
हक प प्ले | 
४-0 ? 
हर (6,,)2 ८ (2) श्र हल) ८ (/5 ॥ हद) 
कं ४ (0); (०7) 
हक 2, 2 
8-29 | (8४)+ ४ (2, -7६--::४) 
2? (८५); (४५) 
। (, 
स्‍ (0): (०7) । 
(87 ३9) 778 /#? & ई8॥7 29)£?, 9 (४87 “ (40) 
|! (6,) 


/4 48 4,, 2 4४ ) 


4. । ५ न सा (हा 2 कह 
 १/((॥/) 0 ५ 2/ कर 2 कक (- नामी 
; 





4 
44% 60 


| 20 (6,/५) ४ (9; डर ५ ८ (/?; [ ६) 


दे ८ (0); (0०7) 
04 ४, 9 | 005 770. 
४ -+2/ | (6५)5 205 0 ##*27/) 





2 (6५); (८“,) 
। (८,४) 
न्यू [खिके 00 | ' 
॥ 87 (४--)6 (287 0)7% #' 2877 0)2?, 9 (87 0)? | 40 (4*]॥ ' 
0 | (2, 


[ "ए- 


(4५): (८) 


सार्वीक्ृत माइजर फलतों के फूरियर प्रसार सूत्र 09 


रण न+ 7) पा 7! ८" व अप 
है 5४ लनीवपक मे 0258 

(--)£ र 250 ! ध्च्न्0 £/ 
की हि मा 0-73 _/]--€- ४ --7 
7 ) 0 जय ] 


“५-0 





20 


| +॑ 22 (6,823 ८५ (9 4-£) /४(०, अ-5) | ! 


| 
कं ८ (0/)3 (०) | 
दा ञ ४9) | 
हजु285 56%) % 2 (2:८5 है >>), ५ (00785: | | 
! 
/2 (4५); (८ /) | 
; है 
ह हे ८ | (8); (०) ु 
(877 0)77£8 #' & 87 0)22, 98 " (4-2) 
8 |. (67) 


2 | (4५); (४५) 


उन 2 (5) 7 क्र) 


ध््न्न्0 22 
०] रत ए 
दर 92 हा हे ] 28 
तय एस न, 8 बा 7] 
ष्तथ्ु रि 20 2 


8४-22 | (4%)3 ८५ (७ -76) 0 (/ 876): हे 


( 00) 567 
प्र्म कस ४० (27--)6 
व 29 ०५:४७ 025६ ॥५ ४७ कई, ै 
2? (४५); (४) 


जहाँ 2 पंच पुणाकि, 05:0६ क लत ग्रौर यदि (७४+ 0 < (४-+- +- ), ६(॥॥/--४5७5४४--१-+ ; तो 
[« |, |» |<)), 0४ (]--28) 20. 


या यदि %--१--। >>४-+/£, तो 
| हु (9) |, | आह (७) |< (॥--४--४--१) २? 
(4) (4-9) तथा (4-2) की विशिष्ट दशायें : 


() प्राचलों को ठीक से योजित करने पर ह्विगुण हाइपरज्यामितीय फलन ४" को ऐपेल के [()] चार 


फलनों #',, #५, ४५ तथा #', में परिणत किया जा सकता है और हमें कई रोचक परिणाम प्राप्त 
हो सकते हैं । 
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धा) 25-४8, /--], 5-50 तथा 9>«», होने पर फलतन »' एक्राकी चर वाले सार्वीक्ृृत हाइपरज्यामितीय 
फलनों में परिणत्र हो जाते हैं। इस प्रकार से हमें 


5 ८५ 
] हल 5 न 
पया (- कल पे | 87 " 





“(-7« «| 


(6 2“ 2 
2-0 ए्‌ ॥। ) 
4 »० 3469 0५ (09 ह-6), /४ (७ 7[--£). ०-०? 
कल 2 | हे 3 5७५ ५ (७) 7-- ६--४) *| 


हे हि फ, [4:- ०-३ 443 2-09 
(#० ३१0)-% ५, 7९ दम (मिंए 30% | (4-4-) 
2... ?- 2८-- 27) 2-7 बम जिया __])7 
नल 8 रण न्क्रा गा । हि रा ला पभी 
है । (गा) टन 8४ | र प्रन्ण 277] 


कि आज, 
एं एज -) 


४50 


6८4, ...3 4 » हे थ ८ » |--£) 8-० |7॥ 
8+20+7 *|+2 | रे हे श्र हा |] हित हे | ८08 79, 


|, 7 (2६ +4)0 (अंग 0)77# ॥../५ कि हल हा गज (80 6)% ॥ 40० (4-5) 
£--2) ०0- रन । 
४0 ?ि 70 ८&/? 
अत नगर त जीप 
पं व््त-भण गए स् 
70 ि 2 


के फ | ५३ »-३ 493 ८५ (५७ -7६), (७४ (०, ह--६४), 7-- 0 
4५305. 42 2 ८/५ ९ (2 हल [४), ८5 (१ के ४2 





+ 4५, 0+ 0 ५५ 
(अप 07% ५,47९ | 2 2, आम 0)% | (4-6) 
? (लक 9 
दे | (४ कक ] है ए्‌ > कल पा हा -) 
7/2) 0 2 2 
हो का अ है 
कर 2--£-- 7-१ 2- ]--८-- 7 -...: 
की, 8 पक 3 थ है पा एऑ खछ -) 
ट्रनन्0 हे लत रे 


८५४; ८ (2; ] --६)५ ८ (0, छः 5 89-- 
4७०४७ | ८५५ ८ (9; 4 ६-7), ८५ (03 हु नाई 409 * | कम कक क् 


सार्वीक्रित माइजर फलनों के फूरियर प्रसार सूत्र 


प्राप्त होंगे जहाँ ० धन पूराकि, 0<:06<+# है तथा ४४ (--2£) >>0 है, 
(8) (2-]) तथा (3-]) की विशिष्ट दशायें : 
2£----7”, 08-26; 275०9 मानने पर और ज्ञात फल 


(८) :(--८) करत कर 


[|| 


का उपयोग करने पर हमें ज्ञात फलों [(8), (2:) और (3-)] की प्राप्ति होती है । 


(६); (9) 


४ “/; #| 


हा 205 थबकू (87 6)” ,$ (& 4, ) (८); (4) | ४ शिय (28 (शा ९) 4 
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__ ४ (मै ८2४) 4, £* 8, 377 --४--), 
.. 24/ (70) है (6 4, 9:58 हम न की) 4 
(&_& #-7] 
९२८०-०४, ४-४ (८); (/) 
तथा 
४ ;] [७०७ 
0 की? 8 (68 9...)| (१ (०) | €(ज० $)7, 5 (अंग “' 
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4-/#, ४425] 
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(८); (4) 


(८) 


() 


]9 मरणिलाल शाह 
जो दिये हुये प्रतिबन्धों के अन्तर्गत है । 
5. गआवरतों सम्बन्ध 
इस भ्रनुभाग में सार्वीकृत माइजर फलनों का आावर्ती सम्बन्ध दिया जा रहा है 


(2-]) तथा (2-2), में £-0 रखने पर 
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जहाँ ४-0, , 2, ... तथा दिये हुये अतिबन्धों के अन्तर्गत विहित है । 


सार्वीक्त माइजर फलनों के फ्रियर प्रसार सूत्र 


]3 
प्रब॒ (5*]) के समाकल को 
| 4-#8 (०); (8) 
2, ००2०४४ (£ 4 है, 0; (० हल०»० 

(४. + #_/) | (0; (/) 
के रूप में लिखा जा सकता है और चूँकि यह 0 से # तक उसी समाकल के तुल्य है अतः (5-) को निम्न 
रूप में लिखा जा सकता है द 

[4 », 8] (०) (०) 

| ००5 286 ४ (6 ५ है (0; (०) | 60 $)%; 3» (आठ $)% | 4५ (5-3) 
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प्रत: (5-2) में आ0 (2४--] )9 82 6 कोय (०05 228-- ००४ (2७ +2)0) के रूप में लिखने पर 
तथा (5-3) का सम्थ्रयोग करने पर हमें सार्वीकृत माइजर फलनों का आ्रावर्ती सम्बन्ध प्राप्त होता है । 


० 26०2 0 | ८5 (0५ ४)» हर (2 (५ (५); 
पी4/2 


४४००-२५ ह 
/ 
(; रा 2५ (/, --%), (०) अर गा 
कल कह (0); (०) |> 
(६ | ) ;ल्‍ 
0-४, 2-2 ४(205(9)॥ 
/१--2/0, 0 | ८ (2५ 2)3+ ८४ (०, ), (५); 
2 न 42 





8६ (2; प् ५४), 782 (0: 2 - ५) 9 (0) ह 
> (्‌, हे ) 
यु (6_4, 2--? 


(८); (०) |2 
/:, कक 
(#_ थी -- की 


(2); (/) 


7 6 


44] 


मणिलाल शाह 


् 0 ] 0५ (0, !)) /५ (५ 3)$ (०); 


4-१, 2 +- 2 


6 (०, 2+०), :(७, 7774) (2) ह 


जहाँ / धन पूर्खाक है । 


4. 


व्यू 0 ७एा पे 


ऐपेल, पाल तथा कंम्पे-द-फेरी, जे० । 


एडेल्यी, ए० । 


कम्पे-द-फेरी, जे ०१। 


मैकराबटं, टी० एम० । 
वही । 
रागाब, एफ० एम० । 


शर्मा, बी० एल० । 


शाह, मरिलाल । 
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भारतोय मिट्टियों में टाइटेनियम को मात्रा 


शिवगोपाल मिश्र तथा नरेन्द्र लिपाठी 
कृषि रसायन शाखा, रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय 


[ प्राप्त--अ्रप्रेल !, 97] | 
सारांश 


लाल, काली, जलोढ, क्षारीय तथा कैल्सियमयुक्त मिट्टियों के सतही नमूनों तथा परिच्छेदिकाओं 
में सम्पूर्ण टाइटेनियम की मात्रा ज्ञात की गई । इन मिद्टियों में प्रति दशलक्षांश पर 220 से 8525 अंश 
पुपर पाया गया । सर्वाधिक टाइटेनियम काली मिट्ठटियों में और सबसे कम केल्सियमयुक्त मिट्टियों में 
पाया गया । परिच्छेदिकओं में ॥४ की मात्रा लाल मिट्टियों में गहराई के अनुसार बढ़ी किन्तु अन्यों में 
इसके विपरीत मान मिले । 


0.09567"3.0६6 


वृप॑2णापरा। 5श्वापड ० जिवांबत डमरोंड. 29 8. 6. शाडइा8 व्यात ऐ, वक्राफुआए, 
ठै277८पॉपड4] (ए्रटामांडएए 52200, 767927/काट्या 6 एप्न्कांश7ए9, ऐंकएटाआज छा 397 472420: 
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भारतीय मिट्टियों में टाइटेनियम की मात्रा सूचित करने वाले आँकड़ों का श्रभाव है श्रत: उत्तर 
प्रदेश, मध्यप्रदेश तथा बिहार के विभिन्न स्थानों से मिद्टियों के सतही तथा परिच्छेदिकाशं के नमूने एकत्र 
करके टाइटेनियम की मात्रा ज्ञात की गई । 


प्रयोगात्मक 


कुल 48 सतही नम्‌ने तथा 8 परिच्छेदिकाश्रों के नमूने एकत्र किये गये । ये नमूने पाँच प्रकार की 
मिट्टियों के थे-लाल, काली, जलोढ क्षारीय तथा कैल्सियमयुक्त (माट) । इनके कमशः 0, 0, 0, 8 


6 शिवगोपाल मिश्र तथा नरेन्द्र त्रिपाठी 


तथा 0 सतही नमूने लिये गये । परिच्छेदिकाओं की संख्या इस प्रकार थी | लाल मिट्टो की 2, काली 
मिट्टी की 2, जलोढ की 3 तथा भाट की |, इस प्रकार कुल मिलाकर 9 परिच्छेदिकाय ली गई। नमूनों 
को सुखाकर, चालकर, उनमें ब्लेक की विधि! से टाइटेनियम ,की मात्रा ज्ञात की गई। इस विधि में 
रंग किसित करने के लिये हाइड्रोजन परॉक्साइड का उपयोग किया गया । 


परिणाम तथा घिवेचना 


सतहो नमूने 
विभिन्न मिट्टियों में सम्पूर्ण टाइठेनियम को मात्रा 220 से 8525 अंश/दशलक्षांश तक पाई गई। 
लाल सिट्टियों में यह मात्रा 3520 से 760 अंश/दशलक्षांश (औसत 5208), काली मिट्ठियों में 6988 से 
8525 (औसत 7586), जलोढ मिट्टियों में 2770 से 3630 (औसत 294); क्षारीय मिद्दियों में 70 से 
3380 (ब्रौसत 2456) तथा कल्सियमयुत भिट्टियों में ।220 से 2770 (श्रौसत 2048) अग्रंश/प्रतिदशलक्षांश 
मिली। विभिन्न प्रकार की सिट्टियों को उनकी "( मात्रा के अनुसार निम्नांकित क्रम में लिखा जा 
सकता है : 
काली मिट्टियाँ>लाल मिट्वियाँ>जलोढ >क्षारीय>भाट 

परिच्छेदिकायें 

विभिन्न मिट्टियों की परिच्छेदिकाओं के कई स्तरों में 7५ की मात्रा ज्ञात की गई । यह देखा गया 
कि लाल मिद्री में टाइटेनियम की मात्रा गहराई के साथ बढ़ती जाती है । यही क्रम सेस्क्वी-प्राक्साइडों में 
भी देखा जाता है । परिच्छेदिकाओं में ऊपरी स्तर में प१ की मात्रा 5250 से लेकर 6587 अंश/दशलक्षांश 
पाई गई किन्तु निचले स्तरों में (88--50 सेमी० पर) यह मात्रा बढ़कर 9585 श्रंश/दशलक्षांश 
हो गई । 

उल्लेखनीय बात यह है कि काली मिट्टी की जिन दो परिच्छेदिकाशों में ॥7 बी माता ज्ञात की 
गई उन दोनों में 77 की मात्रा नीचे की ओर घटती गई । उदाहरणा-र्थ ऊपरी स्तर में 6050 से 7536. 
अंश 77 पाया गया किन्तु निचले स्व॒रों में यह मात्रा 545 से 6050 अंश/दशलक्षांश ही गई। जलोढ़ 
तथा भाट मिद्ठियों में भी काली मिट्टी के समान 7४ की मात्रा नीचे की ओर घटती गई । 

स्पष्ट है कि परीक्षित सिद्टियों में टाइटेनियम की मात्रा में अ्रन्तर है जिसका कारण मिद्दियों के 
मूल शेलों को रचना तथा मिट्टियों का विकास है। टाइटेनियम की उपयोगिता मिद्री में फास्फेट के 
रूपान्तरण के प्रसंग में माती जाती है। काली तथा लाल मिट्दियाँ इस तत्व में धनी हैं। (जलोढ मिट्टियों 
में भी प्रचुर टाइटेनियम है किन्तु भाट मिद्ठियों में इसकी मात्रा अपेक्षतया काफी कम है अत: इन दो 
प्रकार की मिट्टियों में फास्फेट की अप्राप्यता में ए५ का प्रभाव कम होना चाहिए । 


निर्देश 


!. ब्लैक, सी० ए७ । (टा0058 66 509] हैघथंएओआं5 भाग, ।, सैंडिसन, 
विस्कान्सिन, यू० एस० ए०, 965 


भारतीय मिट्टियों में टाइटेनियम की मात्रा 7 


सारणी ! 
परिच्छेदिकाओं में ४ का वितरण 
मिल न का मनी पक लय पल कट यम कद 
मिट्टी गहराई एप अंश/दशलक्षांश प५०.,०%, 
न जय 25 पक ५८ + फट न 5 कर कस पलक 





लाल सिट्ठियाँ 


() 


0-१5 सेमी ० 


5950) -095 
| 0 860 ]-702 
9383 8790 -834 
83:-<<509 95586 2-000 
(2) 50-30 6587 -374 
30-60 72]5 -505 
60-90 8285 -728 

काली सिद्ठियाँ 
()) 0-8 सेमी० 7536 560/ 2 
8--53 6975 -455 
53 --90 6785 -45 
(2) 0--१0 6050 :262 
]0 --48 5875 -225 
48--85 5425 ]-]32 

जलोढ मिट्टियाँ 
(]) 0-28 सेमी० 3650 0-76! 
23 --45 3490 0-729 
45--90 2825 0-590 
(2) 0-23 3785 0-790 
23-45 3053 0:637 
45--90 2850 0-:594 
(3) 0-28 3050 0-636 
23 -- 45 2870 0-:599 
45 --80 2530 0-:528 
80--00 2250 0*469 

भाट भिट्टियाँ 

0--23 सेमी० 450 0-302 
23-45 ]070 0-223 
45 -- 80 ]90 0-:248 
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अद्धं मरुस्थली भाग के कछ पौधों के पुष्प वर्णकों का वर्णलेखी अध्ययन 


श्याम सन्दर पुरोहित तथा स॒रेश चन्द्र आमेटा 
राजकीय सहाविद्यालय, नाथद्वारा (राजस्थान) 


[ प्राप्त--दिसम्बर ), 972 | 
सारांश 


प्रस्तृत टिप्पणी में कुछ नवीन पुष्प वर्णाकों का उल्लेख है जिन्हें अ्र्द्ध मरुस्थली भाग के पौधों से 
पृथक करके वरंलेखी विधि से पहचाना गया । 


+$95072 ८ ए: 


(707छथ्आा०2४397970९ ४<प्रवा€5ड ० पिंठएथां फांडु०फ्रांड ऐंछ ड006९ डल्ाफॉ-घजत॑ 2070० 
छुगएाड, 29 85, 8. ?प"०का ब्यतव 8. (0. 69, ( ४०0ए००४706४४ (062०, 7४० १५४७७, 
429]80.09./0 . 


एफ कएढडइढग: डापदेए #दएटथॉ5 29 €छगलण गी098) फांश06708 छा छढाल इ60०7०००१ 
ए०77०ाबा0874[7728]५ 7077 8८ -००१९ 2076 (097[:5. 


यह उल्लेख मिलता है कि पुष्प वर्णक फ्लोरोक्रोम, हैं । ञ्रमी तक' अर्धभरुस्थली पौधों के पृष्प 
वर्णकों का ठीक से अध्ययन नहीं हुआ अतः प्रस्तुत अध्ययन इसी की पूर्ति के उद्देश्य से किया गया । 


 प्रयोगात्मक _ 


अ्रधेमरुस्थली भाग के पौधों के पुष्प अंगों को एकत्र करके उन्हें 25 मिली० मेथेनॉल से निष्कषित 
किया गया । इसमें % छ(ट!] मिला था । पुष्प अंगों को निष्कर्षक के सम्पर्क में [5 घंटे रखने के बाद 
छान लिया गया। छनित को सान्द्रित करके वर्णकों को वर्णलेखन के लिये व्हाटमैन नं० । में बिन्दु अंकित 
किया गया । इसके लिये #-ब्यूटनॉल, ग्लेशियल ऐसीटिक अ्रम्ल तथा जल को 4: :5 के अनुषात में रखा 
गया ।* पृथक्क्षत पुष्प वर्णकों के वर्णालेखों को श्रमो निया वाष्प/क्‍ए०()ल से उपचारित किया गया और 
विभिन्न जाति के पौधों की रंग आमाओ्ों (शेडों) को दिन के प्रकाश में देखा गया ।* उपचारित तथा 
अ्रनुपचारित वर्णालेखों की रंग आमभाश्रं के 22/ मान सारणी १ में अंकित हैं । 


20 श्याम सुन्दर पुरोहित तथा सुरेशचन्द्र आमेटा 


सारणी 7 
कतिपय अड्धमरुस्थली प्रदेशों के पौधों से पृथक्क्ृत पुष्पवर्णकों के 22/ मान तथा रंग आभायें 








रंग आमभायें रंग ग्राभायें 
पौधे की जाति /९/ मान (श्रनुपच(रित ) ( अमोनिया बाष्य/५४७०फ 
से उपचार के फलस्वरूप ) 
ग्राइपो मिया पामेटा (पंखडियाँ). 0:39 गुलाबी नील/गहरा हरा 
झ्रा० पामेटा (5) 0-52 पीत हरा/प्रीताम हरित 
यूफोविया स्प्लेंडेंस (सहपत्र) 0*4 हल्का किरमिजी बेजनी/नीला 
यू० स्प्लेंडेंस की 0-35 क़रोम पीत पीत/नारंगी लाल 
यू० स्प्लेंडेस को 0:48 रंगहीन पीत/पीत 
कंटरेथस रोजियस (पंखडियाँ) 0-08 भूरा हरिताभ पीत/- 
क० रोजियस (,, ) 030, गुलाबी भूरा हरा/पीत 
क० रोजियस (28 0:54 क्रोम पीत पीत/- 
के० रोजियस (08) 0:70 रंगहीन पीत/- 
विवेचना 


प्रुफोंबिया स्प्नेंडेंस में एक नवीन वर्णक पाया गया जिसका /४/-माव 0:35 है और यह सोडियम 
हाइड्राक्साइड से उपचारित करने पर नारंगी लाल हो जाता है । कंटरथस रोजियस जी० डान (पर्याय 
विका रोजेस)९ में ऐंथोसायनिन नहीं पाया गया जब कि आइपोमसिया पामेटा तथा यूफोविया प्लडेंस में 
से प्रत्येक में केव्रल एक प्रकार का ऐथोसायनिन मिला जो हल्के किरमिजी रंग का था । इसकी नीली 
आरभा प्राप्त हुई (8/ 0:39) जो झ्रा० पामेटा में तनु 7९७०पछ विलयन से उपचारित करने पर गहरी 
हरी हो गयी । 


यू० स्प्लेंडेस के ऐयोसायनिन को (72/0-'4) अमोनिया वाष्प में रखे रहने पर बैंजनी रंग 
प्राप्त हुआ जो १९४०४ में नीला पड़ गया । कें० रोजियस के फूलों से निष्कर्षित पुष्प वर्णाकों के 
वर्शलेख में फ्लेवोन तथा फ्लेवोनॉल की उपस्थिति पाई गईं जिनके /९/ मान क्रमश: 0:08 तथा 0:70 
हैं। यू० कड्सिफोला के हरे रूप में कोई एथोसायनित वर्णक उपस्थित नहीं मिला किन्तु मरुस्थली' प्रदेश 
की अन्य प्रजाति में गुलाबी रंग के ऐथोसायनिन की सूचना है ।७* इन वर्णकों का रंग अ्रमोनिया/९००॥४ 
से उपचार के पूर्व तथा पश्चात्‌ प्रेक्षित किया गया । धब्बे का रंग नीला या बैंजनी पड़ गया जिससे 
फ्लेबोन की उपस्थिति सूचित होती है । फ्लैवोनॉलों की उपस्थिति की परीक्षा मूल पीत धब्बे को भ्रमोनिया 
बाष्प से उपचारित करके की गईं। इस“उपचार के बाद भी पीला धब्ब वैसे ही रहा आया । 


अर्द्ध मारुस्थली भाग के कुछ पौधों के पुष्प वर्णकों का वरशलेखी अध्ययन ]2] 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० डी० एन० सेन, रीडर, वनस्पति विज्ञान विभाग, जोधपुर विश्वविद्यालय के अत्यन्त 
आमभारी हैं जिन्होंने अपने परामर्श से सहायता पहुँचाई । 


निर्देश 
., रामन, सी० वी०। करंट सांइस, 969, 38, 79 
<. वही। वही, 969, 38, 45] 
3, सेन, डी० एन० । फोलियाजेयोबाट फाइटोटेक्सा, 968, 3, ! 


4. शर्मा, के० डी० तथा सेन, डी० एन०। करंट सांइस, 969, 38, 394 
% 23 33/040 0 0/80 0  क पफांय ॥8ए०० ए॥0०72०8707०99, 965, पृ० 380 


7. बख्तावर, एन० । ईरानी एल एल आर, 970, 4, 27 


४ [7373 ?87530 /।॥0७05०9॥0|37 ?3:7[[/८98 
४०!. ।6, ४०. 2, /97|, 4973, 7०४०5 ।23-29 


सार्वोकृत स्टाइल्जे परिवते 
सी० के० शर्मा 


गरितत विभाग , एस० ए० टेकनिकल इंस्टीट्यूट, विदिशा, म० प्र० 


[प्राप्त--अगस्त 33, 97] 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र में स्टाइल्जे परिवर्त का एक नवीन सार्वीकरण निम्नांकित रूप में प्रस्तुत करने 
का प्रयास किया गया है : 


(0, [ ) (६, 7 ०) 
(8 टट है | (2) हि 


इसके द्वारा कपूर परिवते तथा वर्मा एवं मुकर्जी के परिवर्त का भी सार्वीकरण हो जाता है। 
प्रतिलो मन प्रमेय की स्थापना की गई है और उदाहरण लेकर परिणाम की सम्पुष्टि की गई है । 





०० 
0 


] पं 777,77+[ 
९ (/) 5-८ | 2 २ #+5/ हि 


+395(79८( 


0चड एुथ्मस्लबॉस्‍5९त 5संटाछुटड ईफब्छकड0तए0, 29 ए. &. 80779, 28794४पय6यां रा 
१०07 ट्याथा308, 95. 6. ॥टाशांटड पशा४शा पाठ, ७7879, ४,..! 


[४ ४796 97686०४ फुब967 0 दाढा7एा 88 0667 77866 ६0०0 8ए6 ७ इष्यलद्वाशद्वा/ंए00 
506८0 68 एएद्ाएड0ाए बंध (6 0777 


४0 | खाए ७,८27 [00 स्व 


[६ 80 ह९्प्रटाबशटड 76 9007 ््ाईतिफका बाते कर पाब्यडईतणिया तेपद 0 एिड्ाफ्रन बाते 
१/पंताटानंटल,.. हैक बंगएटए00 एं607670 78 ढडाब्र806त ब्यूत॑ ६6 #ढह्पोां 6976त #98 96९70 





ए७८/76त0 99५ 2०४ ८5०7706. 
]. स्‍्टाइल्जे परिवर्त दो लंप्लास परिवर्तों की पुनरावृत्ति के फलस्वरूप प्राप्त होता है 
श्रर्थात्‌ यदि 


४») 5 |. ८2% /(») 4४ |» £: « (१*]) 


)24 सी० के० शर्मा 


4८5 


तथा ४) । । ८2% 8 (४) 4५४, क्‍ 4: “0० ३७ 0) 


तो ४(७)5 | #+श7 200 % « + « (5) 


जो ४(») के स्टाइल्जे परिवत के नाम से जाना जाता है । 


हाल ही में वर्मा'] मुकर्जीश तथा कपूर” ने स्टाइल्जे परिवते का सार्वीकरण प्रस्तुत किया 
है । इस शोधपत्र में लेखक स्टाइल्जे परिवर्त का एक अन्य सार्वीकरण प्रस्तुत कर रहा है । यह 
परिणाम अ्रधिक व्यापक होने के कारण उपर्युक्त फलों को प्रदान करता है और उसमें निहित प्राचलें 
के विशिष्टीकरण से प्राप्त होता है। 


श्रन्त में एक प्रतिलोमन-प्रमेय. की स्थापना की गईं है जिसकी सम्पु ष्टिएक उदाहरण लेकर की 
गई है । द 


2. सक्सेना ने लैप्लास परिवर्त का सार्वीकरण निम्नलिखित रूप में किया है : 


7 + 72 


80) | मै [४ 





(60५ ८») | र्धे हे ] 
(8/, 7) रकम 8 
जहाँ. 0<:%७<6, 05:87, 7-+7<2(78--४) तथा |&8 ४[< (४--7-० $ै7 ०३४) शा. 
अब हम सार्वीकृृत स्टाइल्जे परिवर्तं की परिभाषा देंगे । इस प्रकार यदि 
0 


80) |, हैं; [5 





(6,, 6+ ) 
(8५, ./९) | (५४) ८५ 


तथा 
(0) [, ४“ ४(०) ८४ 
तो 8७) |, माफ । है | «| ७४४७) % 


च्ः | (४) ८; 64४ छत, [४ 


/9 





(6/3 2) द के 
80४) |“ कक 


यदि 77(#)>0, #+7<2(७&--४), |धा४8 /#| < (ह--77- है? - ३) 7५ <०(%--१ ) >> 0, जहाँ ४(४) --0(»)) 
यदि » लघु हो, 22(2'--) <0, जहाँ 


(6,» %#) 


छा, (8; है +0(५7) यदि # दीघे हो /##+7, 


72 





सार्वीक्षित स्टाइल्जे परिवर्ल ]25 


समाकल | ४४ |8(४)|८४, जहाँ 7 दी है शून्य की ओर प्रवृत्त होता है ज्यों ज्यों ४ -*»००, 
8(%) » का एक शतत फलन है क्योंकि ४:०0. 


(2-2) के आन्तरिक समाकल का मान निकालने पर 





2 ॒ प्रधान 4 | [8 (0, ), (6, ९.) *9 
4 (/) +- | हल | ०, | 2(») 4५ (2-3) 
प्राप्त होता है यदि 7--7<2(%--४), |थ०४ #|<< (#2--7--37- 37), | ४ ४|<कश तेंथा 


#(/)>-! यदि _#55)], 2, .... 777 
ह। 


3. (2-3) की विशिष्ट दशा : यदि हम अपने ;सार्वीक्ृत स्‍्टाइल्जे परिवते के प्राचलों का 
विशिष्टीकरण करें तो कतिपय सुविख्यात विशिष्ट दशायें प्राप्त होती हैं जो निम्न प्रकार हैं : 


(3) #++055%, को -7--] तथा 8,--0 रखने पर (2-3) परिवर्तित होकर स्टाइल्जे परिवर्ते 
(]-3) का रूप धारण कर लेता है । 


(0) यदि #-८0--८, ५४), /--८, -/ +च-, #४८2 +४, तथा 8,--०-! प्रतिस्थापित करें 
तो (2-3) बदल कर 


' ०० [एव 
$(0)5#"7 ९/(०)| | , (/+२7 ४०) #; (3-) 
में घटित हो जाता है जो » कोटि का स्टाइल्जे परिवर्त कहलाता है । 


(70) ॥505-2५, ?चच्क्च्यी चन्दन, शाननरिकओ बानगध-/यिनारी 2स्‍548005 मानने पर 
सुविख्यात सार्वीक्ृत स्टाइल्जे पारिवर्त में घटित होता है जिसे वर्मा ने प्रस्तुत किया है । 


अत 


3) हक (2"3) में 0, 550, ॥४5२८।5८८, 8 ], #च्-25-7, ईनत3, ढ[ स्त -+ 420, 4इनत्गप 
--१+-३, 8,5-२४, तथा 8,--०--//--३ के तुल्य मान लिया जाता है: तो मुकर्जी 2 द्वारा प्रस्तुत सार्वीक्त 
स्टाइल्जे परिवर्त (2-3) की विशिष्ट दशा के रूप में प्राप्त होता है। 


(५) कपूराथ द्वारा स्टाइल्जे परिवर्त का जो सार्वीकरण दिया गया है वह (23) में थ्षच्चातत! 


(जहाँ / का विचरण । से # या £ तक होता है) रखकर (2-3) की विशिष्ठ दशा के रूप में प्राप्त किया 
जा सकता है। 


48. प्रतिलोमन प्रमेय : 


कद... ॥७- ला! 


7+-457 («८ 


(0, ), (०/) %) कर (4) 
( 8;,./7) | ह ८) क 





96 द '. सी० के० शर्मा 


ध 4/(-8/-२॥%) 77 5((०४+०#)) 





८ /च्का+ओ 
तो ऑ४(४+)+४#-)]ल्‍ उक्र। (का 
५४0-#) ही (छान) पं १(-श्ष-१४) 
«व 06(४) 4#, (4-2) 
जहाँ 6७0- [. ##7 ॥७) % (4-3) 


बशर्ते : 


() ॥०० »(9) तथा #«7 ३( 9») का सम्बन्ध 2.(0, ००) से है। [#-८+४४2, --००< ४ < ००] 
(४) &४(3) का बद्ध विचरण बिन्दु >--»(:>0) के आसपास होता है । 
(7) ४(9)50( 90), #&(0)>0 (9-०) 


+-0(४7० >)), 2(४)>0 ( +->००), तथा 


(०) 7+#<42(७-- ४) +-4, [००४ &77[< (७॥--7४7-- ३7 - 37) ४ तथा हट म ) </7४) 


उपपत्ति : 
(4) में दोनों शोर /* 7 से गुणा करने पर तथा 0 से ०० तक £ के प्रति समाकलित करने पर 


0 ““)००« 
27372 +* 4. | 


अ। अर 8 (0, ] 4 (20 ४, ) 
य्प्5 | हा & (४) ०४ ा . व 2 हल (8, ) ] 4/ 


प्राप्त होता है। समाकलन के क्रम को बदलने पर तथा दाहिनी ओर के झान्तरिक समाकल का मान 
सुविदित फल [(5), 9. 5)] की सहायता से निकालने पर हमें 





सर दे कप ००] 977 
|] #-“* ७ (४) 46 <- ४ 2-7 ८७ | शक 2 





हि 5४0 -४)) 22 5/(१--॥४) 77 4((-- ००-५४) 
[ #नककीक> 7 पर 7 #। 20० 
77 ((]-/०-४॥%)) 27 ३८((०) +-०४)) 


उ्च्यःा 


सार्वक्षित स्टाइल्जे परिवतें ]97 
की प्राप्ति होती हैं जहाँ “-+-7<2(%--४) -+-7, [हु &7| < (॥४--३॥--३१- हर) 


तथा “+ 77)7 7] हा 


४; ) दाह) <--फकाथ्ड ([ ] 
7, 5:7/ ४ 


१५ 
रा 7 /€ 8 35:78 


(4-5) में मेलिन के प्रतिलोमन सूत्र का सम्प्रयोग करने पर (4-2) की प्राप्ति होती है; यदि ऊपर 
दिये गये प्रतिबन्धों में से प्रतिबन्ध () से (४) तक की तुष्टि हो जाती है । 


(4-4) में समाकलन के क्रम के प्रतिलोमन को वैध बताने के लिये माना कि 


धान ।ै (0, 4), (6/:०/) ४ 
4(४)55/# | 7, ६ का | 82090%॥ 














[ €2 । धरत्प्न 
तथा #(») 5-८ प्र (+) | ५ 0 की, | (5,, /६) | 


जहाँ ८; तथा «५» लघु हैं । 


(805 ८,.) | 0 (४९) जजों ज्यों ४४-> 0, 


के चूंकि 2 | ४ /ः ; 





; 98; 
जहाँ ८ म्ं0 (रे ] 4(७) तथा 2(७») क्रमश: 7220 तथा <>20 में समान रूप से तथा परम रूप 
2< &€ /॥ है 


से प्रभिसारी हों बशतें 2(८--४£)>०0 तथा :९(/-.,9) 0. 
झ्रौर भी, चूँकि 


77737: 
हु | 


79 


(०० 





जहाँ 8 का कुछ निश्चित मान है ज्यों ज्यों ->०० क्योंकि ।>>7-+-7 पुनरावृत्त समाकल का परम 
मान, 


(0 ]) (6, ह 
(0) ६) 


77577" | 


[ 20% | ५32 (व [ 
१] 7५ 3 





जहाँ 7, तथा 7, दीधें हैं, 
[. #हत «/४० | |//6-7% 
के स्थिर बहुक से अधिक नहीं है जो शून्य हो जाता है यदि 7(/७)>0 तथा #(#--8)<0. 
अतः यदि #(७,)>0, 2(७8४-०)>0, <0(#+-०)>० तैंथा 2(&--8)<0 तो यह प्रतिलोमन वध है । 


निगमन : यदि (9) 955» पर शतत हो तो * 


28 सी० के० शर्मा 


प २/((-8-/॥)) 7// +/((०४+०५/॥9) 
] द्काग्य उच्याको 
मी! | 26 न की की मम 2८ (25%: 


242 न->क ४० गा 


४-8) ?१/७+ी0) है ५४(-ण्ष-4) 


विशिष्ट दशायें 
() जब #-58, 55२४-०0, ॥४+- 5-४ तो स्टाइल्जे परिवर्त (-3) से निर्म्नाकित फल 
मिलेगा । यदि 
$ (#) +- व (#+-207 &(४)५%, 


(2222 4 ] 


तो 38 0) पड 865) ल्लिट लहर ॥ अजबाजतसम 7 ६६ [, /#“-7 $ (४) ०४ 


ही 
(7) ४र््यतत! मानने पर (जहाँ 7 का मान ] से लेकर # या ४ तव उदलता है ) हमें कपूर» 


द्वारा दिये गये फल की प्राप्ति होती है । 


5. उदाहरण : माना ४(४) -४ 7 9,(2&7/०) 


[(, 9. 420)] तथा #-फलन की परिभाषा का प्रयोग करने पर 





>> 77+श, ॥+7 (0 [) (4/:%;) (5-- $०-+- ३35 ) 
का मा  आा  ] 
(9-) 

जहाँ 7--#<2(४४--४) -- , [०78 /| < (॥४-- ४-77 -- ३४ + 3) # 

३ कि आम मन 
तथा 2 कट ८(-2/092<4( हक १] प्‌ । )|+3॥०|+] 
और [(5), 9. 5] का उपयोग करने पर 

५७0७ |, #*7 $७७) % 
० 7 प्र का , (0, )), (०,,०,), (2--$०--$, ) 
कल |, डर 326: 8 (? (5-748०-+३9 ),(5--3०-+-, )3 (०७ 5) ७४-3०+%,/) | 





सार्वीकृत स्टाइल्जे परिवर्त 29 


४ हनरन करन -83/(-+5-३०+)) 7 5/(8४+-३७) पा -०-०8) 
हे हे 
॥७७७॥॥॥॥४/7७7-७८#एेो"%७७७७ए"ए-ऋश"शश"एः ऋण हि 
( 7 
४७न-कटत 9) ४-#-४+३) यू ४-२ -हछे) मी ३/(क्कब0) 
चया। तप 
(5-2) 


न्‍अलनयाललतणणनभक, 
अननननकननननन 





जहाँ ”+7<2(%७--॥४) +-, -- एणंण । मर ४--॥०--7) < 03) <- बल | ॥ तथा [%?8 /| 
के 


<६ 7६ #१ 
<< (॥--8 -- ३० -- ई7-- ३) 
अब (4"6) में (5-2) का व्यवहार करने पर हमें 


_ ८+ ४ $*((४-+-४+-३8०--))5 ७--&# अ0-)) 
४00 + ऊन, क्या जाति जज * 


च्त्आ पं 9६ (<.४7/5) , 


धंट 





प्राप्त होगा । 
कतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक प्रो० पी० एम० गुप्त का आभारी है जिन्होंने इस पत्र की तैयारी में सहायता की । 


निर्देश 

(., दल्यी, ए० । '['७7०9]68 07]7 ८८४7४) (78780705, भाग 7] न्यूयाकं, 
4954, 

2. कपूर, वी० के० । प्रोसी० कस्ब्रि०ण फिला० सोसा०, 968, 64, 407-2. 

४. मुकर्जी, एस० एन० । शोध प्रबन्ध, बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय 964. 

4. सक्सेना, वी० पी०। शोध प्रबन्ध, विक्रम विश्वविद्यालय !969, 

3. रत्तन सिंह । प्रोसो० नेश० एके० सांइस (भारत), 969, 39 (4), 
]44-] 60, 

5. टिश्माश, ई० सी० । (700प८007 (0 ६४6 +४607ए 04 #0प्रल॑ट> [7- 
८८४72, ग्रावसफोर्ड, [937, 

7. वर्मा० आर० एस० । प्रोसी० नेश० एके० सांइस (भारत), 95, 20 2, 


“2४09-26, 


53.72? 8 


४[73॥3 7320"]5]॥9304 /#&॥0७४53॥04॥3॥ ?357|<9 
४०।. 6, |४०. 2, ४977|, |973, 2926५ |34-[44 


असंमितीय अष्टियों का थुरम 
के० के० चतुर्वेदी तथा ए० एन० गोयल 
गरिगत विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 


[ प्राप्त--नवम्बर 26, 970 ] 
साराशः 


प्रस्तुत शोधपत्र में दो चरों वाली अ्रसंसितीय फूरियर अष्टियाँ प्राप्त की गई हैं। रूपनारायण न 
ते 6 तथा 77 फलनों के लिये ग्रसंमितीय सूत्र प्रस्तुत किये हैं जिन्हें प्रस्तुत अध्ययन की विशिष्ट दशाओं 
के रूप में प्राप्त किया जा सकता हैं । 


395#67"93.2९ 


0 एबी णी एाडएाए7रपारातएकों छलाएलॉड,. 28) &. ५. (पक्नाए०ए८ती 270 ै, 7, (५०0५०/ , 
]06ए2पाए०आ ५ 0 दा व्णाा05, पिफ्राएकआ9-०६ हि ]98097, ०००५7. 


[9 6 एा/ठडला।. एथएढए जढ ग8ए०७ 09 गंएदव पाउच्रयायल ८६] ए0प्+ठण व्टाणटा3 व9 
(ए० एथापबा)08.,.. रि०09 पिल्याक्याीी चैब8 छएला प्राहफ्रयागरलाणएं८&] 77३९ ७0" ( . छत 
7-टंणार जाीपंटी टबय 2 ठमिद्वांगरते 88 फकाएंटपॉका एब868 शा 6 ए/586८7 777728- 


880:0.. 
.. फलन #(») तथा #(») फ्रियर भष्टियों के युग्म बनाते हैं यदि व्युत्कम समीकरण 
200० | ४20 /(७) % (.]) 
0 


0) | #ह>) ४(2) % (-2) 


युगपातिक' रूप से तुष्ट हों [3. 9. 2!2] । यदि #(४) 57४) तो अष्टियाँ संभित और यदि 
/(०)>८6(४) तो श्रसंमित कहलाती हैं । 


2. असंमसितीय फ्रियर अष्टियाँ 


हम निम्नांकित फलनों पर विचार करेंगे : ॒ 


32 के० के० चतुर्वेदी तथा ए०एन ० गोयल 


रा 4 (6-9४ 3)) ४४ 2(६- ०४ (४- 3)) 7४ 26 केश ण 29) 


ही | | (272) * | हामसबइल कह  डकयइास कहा मर इक शक 
ह 7(8-0(-३)) /| 72(6+/शि७-३)) 77 (8 ४-३/) 
हि म््स ॥ 


23 7 
प्‌ 4 ([-/५(४-३$)) 
ः ४० 9४ ८65 ८6. (2-) 





2 7(॥+क ७-30) 
न 


तथा 
79 (्‌ 8 78 8, क्र 
वयए2/+॥ ७-३) 27 7(8॥-श७-३)) 7 2 (कष+6 ४-3) 
हे “| [ | | गति 2 5 2 
| ५6५, _ 77 “पपए:यथूज 


|. (2|7)१ स् । 7 
एब-शह0-)) ए 7एशकक्ष ४-३) 77 7(क्षरक्रे४-%) 
टी जे 





8 ४ (6-१ (४-३) 
मी मम अब अं 622 (472) 


2 ॥+/५४(४-३)) 


जिनमें निम्नांकित कल्पनायें की गई हैं : -- 
(7) 89-42 77% 7:१9>? 0 
--48 757287723 77 0 
(77) ((०७,)) > 9 ((89,)) >* 7 
((+%५)) >स्‍ 0. (9५2) >0 
((0४३)) >0, (५302 >7 
((£५,)) 0, (4३2) > 


जहाँ दोहरे कोष्ठकों ((०५७,)) दोरा ०, ०७---०७; #गे का बोध होता है । 


हे 4 !! 99 7 2? 
(777) का > »-- ० 4 चन 07 लक >ठा>0 
2 है| 8 ॥ ]. है 


खण्ड 43 १78 23 


असंमितीय अष्टियों का युग्म 33 


५ ग़ड 492 /29 62 
(7ए 2 67 2/0/5- 2.4,/-- 2. 6: 
) कि के हे न कं न 7 
758 93 75 23 
2 कण 2 धत 2 पिण ४ (2:29) 
। व 


(०) (2:]) तथा (2-2) में समाकल्य के सभी पोल सरल पोलों के रूप में हैं । 
(शा) कंटूर 74 तथा 7५ क्रमशः 5 तथा 7 तलों में काल्पनिक श्रक्षि के समान्‍्तर हैं । 


7५६०-१३ --३)) तथा 7(४/+-0/(४--१)) के पोल कंटूर /, के बाई ओर स्थित हैं और 
(6-० ७-३)) तथा 7(8/--8७-१)) के पोल उसके दाई ओर । 7(०-+-)2/४-3)) तथा 
7(&/-- ६; (/-३)) के पोल कंदूर 7, के बाई ओर हैं तथा 7(6॥-॥८(४-३)) भौर 7'(/-% ४-3)) 
के पोल उसके दाई ओर । हम (2-) तथा (2-2) को निम्नांकित रूप में लिखेंगे : 








| 
प्र *| के 7 #0०(5, ॥) #* $-+ # 67 (2-3) 
2 
॥| ] 
2) “| _. 2) -४ १-६ ; 
प्र । | ऋक्,! ५, लि 0, 0) आफ । के ॥ (24) 


जहाँ 
79 8 ० 8 779 7! /23 7! 
कक जग 6 
है जल है हैक 3 
१0० (६, ॥) +- - 
। (9 275 7! 8 
ए7(४-क 0-9) 77 गाहक ७-३) यू रा्-ह0-9)) / 76/+ 0-3) 
हि स् न हि 


(2"3) 





८/। / 2 मर [4 कक ८ 3 8; 
7 7ए+ क्७-३) 270 7-3 6-३) | 7त्+ 6-8) राइ-श0-३( 


20(७,) -- “7 क+न-+-रकशककफकर्ा् मना 


2 ट की 3 ह&0 १4 ै 8 
धित-326-9) सपएम+ब0-)) 7क्ष-येएक) रीर(6-+२0-३%) 
चर है है है 


(20) 


वन ननननननननन नली नि तन लीन." 


तो. २१००(, ह) आए) ७, 9) का तथा 7०१) (, 7) 0१४, 9) का मेलिन परिवतें है । 


फलन #(5, 2) तथा #£(», 9) को असंमितीय फ्रियर अ्रष्टियाँ होने के लिये' झ्रावश्यक हैं कि 
क्रमश: उनके मेलिन परिदतं < (5, )) त्था १(5, /) फलनात्मक' सम्बन्ध 


४ (6, ४) १(--5, | --/) 5र। ॥॒ (2 /) 
की तुष्टि हों । 


34 के० के० चतुर्वेदी तथा ए० एन० गोयल 
यह स्पष्ट है कि 2200 (5, 0) तथा 7२०१(७, 8) इसकी तुष्टि करते हैं। 7२00 (5, 7) तथा 2४6, /) के द्वारा 


केवल (2-7) की ही तुष्टि व्युत्क्रमता के लिये पयप्ति नहीं है। 


880) सन का पर्ण (०) धर; दर (2.8) 


७, 2) < ॥ प्र [2॥ (४, ०) बंद ८० (2-9) 
00 ८29 
इसके लिये और अधिक की आवश्यकता है । हम ब्युत्कमता (2:8) तथा (2.9) को सामान्य 
अभिसरणा विधियों द्वारा तथा माध्य वर्ग में अभिसरण' का उपयोग करते हुये स्थापित करेंगे । 
3. माध्य वर्ग में अभिसरण 


यहाँ हम 2१०) (५, ४) तथा 72०१ (५, 7) की उपगामी प्रकृति का अनुतात लगावेंगे। माना कि 
४ल्‍८०--हं तथा 7-5०--४०, ०, 6, » तथा ०० वास्तविक हैं जबकि |[!| तथा “| बड़े हैं। ४ के बड़े होने 
पर गामा फलन का उपगामी प्रसार [4, 9. 278] 


]08 7(४--6) +>(४--०- ३.) 02 5--5--३$ ०2 (2#)--0 (577) (3:) 
द्वारा व्यक्त किया जाता है जब कि | 5| < क्र. द 


ग्रव हम 7705, ४) तथा 72०(५, /) के आचरण को क्रमश: |]| तथा |७| के बड़े होने पर प्राप्त 
करेंगे । हम -४ वाले गामा फलनों का सम्बन्ध [4, 9. 239] के द्वारा --७ वाले फलनों द्वारा 
प्रतिस्थापित करेंगे। 


४ (2)/7(]-- ८) >-था ०086९ श्रा८£ (3-2) 
तब (3-]) तथा (2:29) की () से (०) तक की कल्पनाओं का उपयोग करने पर 


हक 6, 8 & 97 ||0/ण०-।॥ [७8४०-५७ 'छ [॥(0 ]0०8 |[--08 ४-2) |-०(7१ ०8 |७| 


-०85-9) ६8 +0(॥7))60/ +00 ०-0) (3-5) 
गिय 5, 7) था >४ 5 ||ए०-७० |७|8०-।५ ० (70 03 || 08 ४-2" +7०(# [0०8 [७] 
-०8४ 2-०) २९(७,+0(॥-)०'+0(|०|-)) (3-6) 


जहाँ 8,0,8' तथा ८” अबर हैं; ०,, ९.,', 0, तथा 0, भी अ्रचर हैं जिनमें से प्रत्येक का एक मान 
वृहत घन | तथा ० के लिये और दूसरा मान वृहृत ऋण । तथा ० के लिये है । 


(3-5) तथा (3:6) से यह निकलता है कि यदि ०<३, ०<३, तो समाकल (2-3) तथा (2-4) 
समस्त * तथा » के लिए शतत रूप से अभिसारी हैं'। अत: हम उनका समाकलन कर सकते हैं । 
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४ % (9 
०) | “| न | | प्र००/[४, 3] ४४ <* (3-7) 
००० | 
2८ » (9 
प्र,(७ | य्प हा । ०७७, 9] & 49 (3-8) 
तो 
4. 07) (७,/) &7 ॥४7/ 
4. (४) | | सन प्त्ाफ्ाए | | नमन निज जप 8 ///4 3-0 
है [00 (200) / 50 28 50 (0720 हु (3-9) 
तथा 
4380 0 कल की 2 आओ की ह 
हद | | छाई | ५. हक (।--४) ( |] हर /) धं5 दा (3 0) 


इसे विहित सिद्ध किया जा सकता हैं यदि ०<3, ०<३ किन्तु निम्नांकित प्रमेयों में कंटूर 4 
तथा 7., को क्रमशः ०७>३ तथा #5१५$ रेखाओं की बराबरी पर लिया जावेगा । श्रत: यह आवश्यक है 
कि (3-9) तथा (3-0) ०८४ तेंथा ०७५ के लिये भी सत्य हों । माना कि (», 6) तथा (7 $) 5 तथा ४ 
तलों पर बृहद वृत्तों पर बिन्दुओं के ध्लुवीय निर्देशांक हैं। तब #0०(, 7) तथा 7०१, ॥) में से प्रत्येक 
का प्रमुख गुणक द 


9 (206 08 ?) ००४ 8+2 7 [08 ?) ०८०5 (3 (3-4) 
होगा 


चूंकि 2.00, 52>0, श्रत: हम कंटूर 74 तथा ४ के बाई ओर को बृहद अधंवृत्तों द्वारा घेर 
सकते हैं । तब हम #00(७ 9) को धुन) ४-३३) तय 7(४+ ५ /--३$)) पोलों पर (00 (5, 7) 
४7४ »-४ के समाकल्य के शअ्रवशेषों के तुल्य व्यक्त कर सकते हैं । 77 (&, 9) के लिये हम #;--१४ कोटिक 
श्रेणी प्राप्त करेंगे जिनमें से प्रत्येक समग्र फलन है । 


(3-5) को /७ द्वारा गुणा करने पर समाकल (3-9) अभिसारी होता है यदि ०55३, 87८ ३॥ 
पुन: बहुदु वृत्त पर (3-9) के समाकल्य के लिये (3-]) प्रमुख गुणक हैं जिससे (33, में 7, तथा /५ 
कंट्रों को बाई ओर व॒हद ग्रधव॒त्तों द्वारा बन्द किया जा सकता है। (3-9) में समाकल 
700 (5, ह) आरा 


4५ अन्‍क>५०->ज++० ० - >>2स3»न बम 24०3 रियल 33 नन-नोनननननननाननन+ 3. विभन->-मममभमननन>भ 


(32355) 55 
के अ्वशेषों का /(6--१(-३)): (४ +शपई-730) के पोलों पर योग होता है । यह देखा जा सकता 
है कि अवशेष /70०(७, 9) के ही पद स्वरूप हैं जो 0 से £ तथा 0 से 9 के बीच समाऋलित हैं। चूंकि 
7५०(७, )) में कोटिक श्रेणियाँ समग्र फलन हैं ओर पदश: समाकलन विहित है अतः: ०55३, 7 होने 
पर भी (3-7) तथा (3-8) सत्य उतरते हैँ । 
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रेखा ०5३, ०5 पर (3-5) से यह स्पष्ट है कि 2200(5६, ४-४ 9-४ ] तथा ० के समस्त 
( वीर किन 
मानों के लिये परिवद्ध है | भ्रत: ०--३ पर न्त्कत-आ का सम्बन्ध <(१(३-7०, ३+-२००) से है 


और इस तरह (39) में समाकल माध्य वर्ग में अभिसारी हो जाता है । 
2९७) (७) है, &-75 ३7४ | 
इसी प्रकार ग् सा कप न भी ““(४-१००, #+2००) से सम्बन्धित है और (3-0) में 
समाकल माध्य वर्ग में (3-8) के 7,» (५, 9) में अभिसारी हो जाता है। 
प्रमेय ॥ 
यदि 
(7) #2॥/--485०7७-/४ ००0; ९४३- 4३ 557४३ --/28>0 
ता) ((०७/))>०७ ((09,))-0, ((%))>-0, ((9,,)):0 


(१५४३) ) >*0, ( (६ (३) ) >0, ( (6॥3) ) >0, (१५५) ) >)0 


०२ 2 यू ५2 72 22 
(!7) ठा न्न् हे »एा हा शक बी 0; जज ०7 ०)->0. 
7, है ॥ 


77759 43 १22 23 
पकने 4 पा 2 ॥/च३ ४२ ६:-- < ७:०0. 
है ॥ डर १ # ४ हम श गे ह। 


॥ 


हि ॥7 2 3 
(7५) पु < 95 २ द[+ 2 6; 2 ०- 2 है] सजा 5] न क (५. 
ठ ३. पर 


(४) 2०(०७,)) ०0, 2४(४,,)) >0, 2४((७७५)) >0, 2४((४,,)) >0, 
726((७७,)) 20, 7०४((/0,)) >0, 2४(४,)) >0, २४((॥,)) >0. 


(एं) /(», 9) का सम्बन्ध /2(0, ००) से हो तो सूत्र 








ध्‌ ८0 () 

कक | है, | ७» | रण “छा "४ ण[ऊ] (3-2) 
2 कि कस प्र शप ८ ६0 

गढ़ ॥ः 7 [3० | ० ८८० ढक 2 (3*3) 


द्वारा स्वेत्र ४८० (४, 9) तथा ४५४ (४, 9) फलनों का सम्बन्ध 7.2(0, ००) से प्रकट होता है । 
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ग्रपरंच, व्युत्क्रम सूत्र 








25 ॥ 09 80 508) 08 थे ६2 
बेड दे) ४ हे [2]४००(७; ०)-;(7 ४ (»>) (3-4) 
तथा 
66 (8 (8) ६ दें दरें 
“ज++- 0९2) >> नि 
4% है) | ७ ॥ के 0 (४, ०) “द्वा ४ (२४०) (3-5) 
प्राय: सवंत्र सत्य उतरते हैं । यही नहीं, 
॥ [/ (७, 2) 7८४ 40) -- 7 । 0 हि (० 2) (७, 2) ८४ % (3-6) 


उपपत्ति 


माना कि ०-5२, ०5३, जिससे कंटूर 7, तथा 7, सरल रेखायें हैं जो ३--7०० से $--7०० तक 
जाती हैं | प्रतिबन्ध (४) से आश्वासन मिलता है कि 7200(5, #)) तथा 72०४ (५, 7) के पोल /, तथा 7. 
की ऐसी दिशा में होंगे जेसी कि ४0(७, 9) तथा 7०७ (५, 9) की परिभाषा के लिये आवश्यकता होगी । 
हम प्रमेय »[, 0.272] की आवश्यकताओं की स्थापना करेंगे । पहली आवश्यकता है कि /१(०(३ -.- ४, 
३+ ४०) तथा 7/७(]--४, ३-7७) । तथा ७ के परिवद्ध फलन हों जिससे 5-३2--४ तथा #+-- 
2+7० होने पर (2-7) की तुष्टि हो । (3:55) तथा (3-6), (2:5) तथा (2-6) से यह सुस्पष्ट है । दूसरी 
श्रावश्यकता है कि ,00(५, 9) तथा 77,/७(७, ») का सम्बन्ध 7००७, )) तथा 22४) (५ /) से हो जो 
क्रमश: 2700 (५, 9) तथा #7८७(५, 9) के मेलिन परिवत हैं । इसकी तुष्टि (3-9) तथा (3-30) से होती है । 
तीसरी आवश्यकता यह है कि /(», 9) का सम्बन्ध /(0, ०0) से है जिसकी पूरतति परिकल्पना से हो 
जाती है । चूँकि प्रमेय 4[,.. 272] के सभी प्रतिबन्ध तुष्ट होते हैं भ्रत: प्रमेय ठीक है । 


4. सामान्य रूप में ग्रभिसरण 


निम्नांकित प्रमेयों को सामान्य अभिसरण की विधि का उपयोग करते हुए सिद्ध किया गया है : 
प्रमेय 2 
यदि 
() ४७-५३ ०१४५-/१४००0; ४॥8-7487778-१3>१ 0 


(77, ((०/,)): ((8५,)), (१५): ((0,,, )) ( (५१५) )2 ((/८/३)): (६५) )+ ((१५५))-१0: 


॥//9 


बल फ ९2 !5 2 
(777) ज हे $३ +5 हा /] कई पे 0८ मे ०४००० 


0 7 9 
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ख यगा 28 
9 कर औ- 2) भा 2 कल ५ (४7०70. 


773 73 


| 772 ु 


(०) (०) >7 20922, 2०(०,) 08, 22०५) ०279 , 2७((०७))> “2 % 


:0((/93)) > के » 40४( (०७,) ) >> का 7४((४५,)) कट , 2४((५,)) > हि 


(एप) कए2/0 ॥7-525 / (५, 9) का सम्बन्ध (0, ०) से है और / (४, 9) ४-६, #>>० (£>0, 


१770) के निकट परिवद्ध विचरणा वाला हो तो 
कि कर्ण | 0 | ध५, 3) &#% 4) ]०८ 2 
नव (६-0, १०) न ((-0, १--०)) (4-]) 


उपपत्ति : 


प्रमेय » को सिद्ध करने के लिए हम निम्नांकित रूपान्तरणा करेंगे : 


(4 2) [| 
27 (५/20)7//० य7 (5,/20)% //० 92१ 77 8; 
छ्ल्ल असल अुससस् सन स्" सनम नमन +न+++ «नमक. 
; | 
॥7 (०/2)%/० [7 (//2)8//० 7 ०१; | 8;/, 


725 2८ 
7 ० ४ 2 है. 
, है + हैं, बह, अनन्‍ओें 2, २२2४ 





व 
#- ह| 
44 कं] है। ॥6॥ पा है 
है काट 


४5 (/०)2, 7- (77.8) 3, द (42) 
तो (4) निम्नांकित में घटित हो जाता है : 


दि [9 | | (७ हर] [*(५, 9) ८५ ०] ५ ८ 


“(7 (0, १+0)+४* (हैं-- 0, १--0)) (4-3) 


असंमितीय अष्टियों का. युग्म [39 


जहाँ 
670 (हूं, भर) "ता 0 [ह०)%, (३8)2] (हु०) (०07 (२8)8-0॥8 «४१ 87/४ 0: (4*4) 
70, थे) नरम 2 [ (ह०)7, (१8)2] (ह०)४०७/ (8)8-0/ ८०0/8 87/8 7४% (4-3) 
7 5053 का ५) 8 07, (4-6) 


(4-4) को सिद्ध करने के लिये हम (4-3) को सिद्ध करेंगे जिसमें #८०(७, )) तथा #४(७, 9) 
अष्टियाँ हैं । (2-:) से हमें 


4 (८-३ (४/--३)) रा / (67-०५ (5-३) 2 ४ (2+-श४(४--३)) 


] 
(4) | >> 
/ः (, 4 ) (24772) 4 | | ० हे 
(६४-०५ (४-३)) / < (४ +/॥(5-३)) रु (6-६ (४-४$)) 
री क्‍ 


१3. 
४२ ४ (/-६५(#--१)) 
कि (०) “35 +(22-) /2 (4 3) 200 007 / 6 +/ 0) 2 (४ 6 [की  ) 


(५5 | न 
पं 2706 -१३(४-४)) 
ह। 8 


प्राप्त होगा जहाँ कंट्र 4. एक सरल रेखा है जो 5 तल में काल्पनिक(4-7) श्रक्षि के समान्तर है और 
(८; +१(७-३)) तथा <(०/७८०।(७ - ३$)) के पोलों को पृथक करती है । इसी तरह <» भी सरल 
रेखा है जो / तल में काल्पनिक श्रक्षि के समान्तर है ! 


हम एक और रूपान्तरणा करेंगे : 


व 
पक 2 मल आम (4-8) 
जिससे हमें 
200 5 । | #०(५, 7) #-5 >7? # बा (4-9) 
(272) 84“ 78 


प्राप्त होगा जहाँ 
॥/५ 29 
उर /(८+श ४-३)/2) ४ 7(४४-०(४- ३)/२) 
7१५0० (७, 7) +- पा ४ | 
मै 7(७४-कष०-३/0) 7 70०8-%/7) 


जीव 
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77759 7 प्‌ (28 7! ॥ 8 | 
व 4 (6 220 0 0 दल 8 तह 2)/22) 
४ बा 80४४ (4-0) 








|; ;। 
77घ-ह(7-3/8)77 7 क्र -३/2) 
कि 5 ५ 


इसी प्रकार हमें 


१६ ५ 7) पृ 

(3) _.. . (2) -& %-7 

री ॥ | (2 । का 702 (9, 7) & 5 #97 & ६४ (4']]) 
प्राप्त होगा जहाँ 


79 (्‌ 78 ., 7 
है 7४ /+90-3)/2) // 7(6/-8 0-9/2) (7 2७४+ ६ (४ -३)/2) 
729 (७, 7) -- + का से हर 


77 2० 7 पर 
पर गक-श 0-३2) 7४ रन (४773) या 7(७- ?ै (४ - ३)/2) 
री पक 





770/-%(7-3)|7) 


हा 





(6) / दर [87 लक (4*2) 
8३ ० न 
ही 7(॥+ध(7 302) 
हा 
इस तरह 77०(७, 7) #०० (5, 2) का और #०(5, 7) #0४, 2॥ का मेलिन परिवतं ) । माना कि 
९--०--४ तथा 7--०--४०७- तो /2०0(७, ४) के पोल 


हि _ 07+- (४०२) ३ #7+((09)) 
(६ (४५9) ) ( (7५५) ) दे द ( (2५0५) ) £ कि ( ( (४/१५ ॥! है 


बिन्दुओं पर होंगे और 720० (७, 7) के पोल 


2) (7-+ ((०७))) 47) 7 (490) , 





अल (805) #-- ( (800, #-- ((/॥ /-- ((/५.) ) 

हल जब जज गा '3+४ हल 
बिख्ुओं पर जहाँ ” धन पूर्णाक या शून्य के बराबर है। प्रमेय 2 के प्रतिबन्‍्ध (४) के अनुसार यह 
निकलता है कि सभी ८; 777 (5, ४) के पोल तथा 8;,, !), ४४(४5, ४; के पोल क्रमशः ०557 तथा 
०--] के दाई ओर स्थित हैं । प्रतिबन्ध (४) में यादें केवल असमिका सत्य उतरे तो सभी ८;, ०? 
707 (9, 7) के पोल तथा 6), (६, 4/7(७,/ , के पोल क्रमशः ०--0 तथा ०5-50 के बाई ओर होंगे। 
किन्तु यदि (शा) में समिका कतिपय ८, ५; ८ी तथा #[ के लिये पूरी उतरे तो 7707७, 7) तथा 
72(७(९,7) के पोल काल्पनिक अक्षि पर हंगे और /7200(0, 7) के श्रधिक से अधिक %&$+7% तेंथा 
72७ (७, 7) के %-+-४४ पोल होंगे । चूँकि 27005, ४) तथा //2 (४, 7) की विचित्रताएं भी एकाकी 


अ्रसंमितीय अष्टियों का युग्म 4] 


पोल हैं अतः यह अर्थ निकलता है कि ००/<0, ०>>, /0<0, ०>], ऐसा हो सकता है कि 
700 (७, 7) तथा 7629 ($, 7) दोनों ही ०,<०<०, तेथा ७५<४</, पट्टी में नियमित हों । 


यह सिद्ध करने के लिये कि //7 (6, 7) तथा #2४(५४, 7) भी # श्रेणी का होने के लिये द्वितीय 
आ्रावश्यकता की भी तुष्टि करते हैं, हम वृहद घन तथा ऋण + तथा ० के लिए 770०(७, 7) तथा 
९७) ($, ४) के उपगामी आचररणा की परीक्षा करेंगे । 


अब (3-2) का उपयोग करते हुये 7० (४, 7) में आये गामा फलनों के --& को --5 में परिवर्तित 
करने पर 


श्ोः !गू 
(०+१४७-9)/0) 77 7(-०9+%0--9)/0) 
400) ($, ४) - (०)727783---4 --78 न मर 


4 ५ 
28 ८([-- 4] + ०१(४--४)/४2) रा 4 (6; -+-8 (5५--$)/2) 
है न्ज्ल ह। कस 


2/ ; 77० 
हद 0 7 7) /। 0 लिये 57 0 वा अत कंधों ज 8) 
शा जय रत 


223 प्‌ ५ का 9 ., 
[(-] नछ (2-98) । 7(॥+ (2-3) /8) । अंक #(०- ० (४-3)/2) 
हि हि 4 ० प्म्क् 


(४ आग कर -६ै। (7 -3)/2) 
“77 लटकी आल कक मिल विन 8/क्नग (4-]9) 
के था 
हि ग़ा( -- का 3)//5) 
हि 0 

(4-]3) में गामा फलन होने के कारण हम गुराक के साथ (3:) का सम्प्रयोग करेंगे | प्रमेय 2 

न | 2) के उ में वृहद | ह्‌ है 
के प्रतिबन्ध () से (०) तक तथा (4-2) के उपयोग द्वारा हमें वृहद '७| तथा बुहद |7| तथा |«»78 ७] 
धुग--0, [हु /|€#--/ 0, /»:>0 प्राप्त होते हैं और गामा फलनों वाले गुणकों के कारण /२०० (५, 7) 
के उपगामी प्रसार का योगदान मात्र 


लीएह8 87778 ७छए (6-३) 08 5- ४+ (7-9) /08 7-२३६४४+2:/85+0(४|7१)) 
«(4+ 42 +०7-9 । (4-4) 


के रूप में होता है। जहाँ 4,,8,, ४.” तथा 28,” & तथा 7 से मुक्त अचर हैं | पुनः (37) का उपयोग 
करने पर यह 


५ / | 2232 7-9» ) * 
बागएण आजा (977) [4+ है +०00-0 )4/+ क्ू+०॥7॥-) |: 475) 





42 के०के ०चतुर्वेदी तथा ए० एन० गोयल 
के समतृल्य है जहाँ 4,,2,,.4,' तथा »,/ अचर हैं । 


आगे हम ज्या गुरणाकों के योगदान पर विचार करेंगे । माना कि ७-०--४, 7+-/४--४०, तो |]| 
तथा [«/| के बड़ा होने देने पर यह सरलतापूर्वक देखा जावेगा कि 


877 ग(८|। - ०० ($--३)/०2) 


(008:07/< ॥70 (7४! २०३ --0(४7/१) (4*6) 


जहाँ £, ऐसा अचर है कि 





न्| (2) 40 /2-+% ट़5 (हा (०; "मर )| (4-7) 





2 


यदि + घन हो तथा 


(० 


है 2) मम, 2 5 + हा हे ] ] 
2,5-(2)77 (2१-०१ छ&ए | ध्। (०; +3+ 5) | (4-8) 
यदि ! काफी बड़ा तथा ऋण हो । 


(4-3) में अंश में ७, --/४७ ज्या गुणक हैं और हर में 6, +/, । इस प्रकार (4-3) में ज्या 
भरुण॒कों के कारण ४0 (७, ४) के उपगामी प्रसार में जो समग्र योगदान है वह 


(235:0(४।4) )(/४,  - 0(४ ।०|)) ८०05 हा 008 न (4+*9] 
के रूप में है जहाँ £, तथा 5," अचर हैं । 
इस प्रकार हमें 
के व्‌) -- 7५१ 7! ५ पक ५ 
४0830 (.5, ॥)-- (७) 7(7) ८08 रा ९०४ ना | /- 6 +0(|७|-5) गा ८“ -+- पट न 0(7|-) | 
(420) 
प्राप्त होगा जहाँ 4, 2, 4 तथा &' अ्रचर हैं । 
इसी प्रकार हमें 
7.9७ 7 7 
076 व एक 0667 7 ६087 | ।+ “6 --0(|0|-8 ! । 5 तो की | 
(4*2) 


प्राप्त होगा जहाँ 2, 29, 2. तथा £./ अचर हैं । 


इससे यह पता चलता है कि #००(७, 7) तथा 779 (७, 7) श्रेणी #” से सम्बन्धित हैं । 


असंमितीय अष्टियों का युग्मय.. - [438 


प्रमेय 8[], 9. 20] का तीसरा प्रतिबन्ध 7200 (९, 7) तथा 7 (९, 7) द्वारा तुष्ठट हो जाता है 
यदि हम (4:0) तथा (4-2) में उनके रूपों पर दृष्टिपात करें । 


चौथा प्रतिबन्ध है कि /* (77, 2” का सम्बन्ध /.(0, ००) से है और यह - है, 7-+ (5, #>0) 
के निकट परिवद्ध विचरण का है । इसके लिये ग्रावश्यक है कि 
| [६ (०-70/48 47(5-3)/2 (<ए, 22] [६५ 4) (4-22) 
0.0 
का अस्तित्व हो । &?-- ४ तथा 22--9, रखने पर यह फल निकलता है कि इन आवश्यकताशों की 
पूति हो गई । 
प्रमेय 2[, 9 20] की सभी ग्रावश्यकताओं की पूर्ति हो गई अतः यह प्रमेय सत्य है । 
5. #20०(७, 9), तथा ४्०(७, )) से सम्बद्ध असंतत समाकल 
प्रमेथय 3 : माना कि //00 (७, 9) तथा 770 (७, 9) की परिभाषा (2-]) तथा (2:५४) द्वारा और 
20 (४, )), 2//0(७, 9) की (3-7) तथा (3-8) द्वारा हो जाती है। यदि प्रमेय 2 के प्रतिबन्ध ($) से 
(छा) तक लागू हों तो 
| 0, ८०४०-०0, ॥>9:>0 
| [ (2) [5] 2408 २ 3. ६-४0, 4-9 >0 5.] 
0०० शरण०_्ज 7. [ए9॥| #४ ५ 2020 3 4263 आर, 
[4 ४>६>0, 9>%9->0 


उपपत्ति : 
प्रमेय 2 में /(४, 9) की परिभाषा 
__ 9, <<र्थ, $<€० ु 
“७७>)० (0 ५2 2८४ (5-2) 


द्वारा की जाती है जिससे 
[ 4 0<£< ०, 0<9%< 2 
दे /(+0, ॥+0)+/ 6-0, 4-0)]5 < ३ £-- 0 ३०००० (5-9) 
५5 0 ६><“<>0, ॥:>27>>0 
तो हमें 


60 / 55 रू 2 4(2( 
प्र %, 9) दं& 4ै)-- | 7709) | | ८४ ८) 
| | ण् र्ड “2 क हे 0 ८९) कील 


पट 
0 | (5-4) 


८0 


प्राप्त होगा । अ्रत: प्रमेय 2 से (5*) प्राप्त होता है । 


444: 


के० के० चतुर्वेदी तथा ए० एन० गोयल 
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जोशी प्रभाव का रूपांतरित सिद्धांत एवं कालप्रभावन तथा विराम की क्रिया 


जगदीश प्रसाद 
रसायन विभाग, मेरठ कॉलेज, मेरठ विश्वविद्यालय, मेरठ 


[ प्राप्त--दिसम्बर 4, !972 ] 
सारांश 


विद्युत्‌-उत्तेजित पृष्ठ पर अधिशोषित प्रावस्था तथा बाह्य विकिरण की पारस्परिक क्रिया के 
आधार पर, जोशी प्रभाव, 0५; के रूपांतरित सिद्धांत की व्याख्या का प्रयास किया गया है। क्लोरीनयुक्त 
ओज़ोनित्रों में +- 0; पर कालप्रमावन तथा विराम की क्रिया का अध्ययन किया गया है। कालप्रभावन 
से +- 6; घट जाता है तथा -- 6; बढ़ जाता है किन्तु विराम का प्रभाव इसके बिल्कुल विपरीत होता 
है । यह सुझाव दिया गया है कि कालप्रभावन के दौरान एक अधिशोषित तल विकसित होता हैं जिसका 
विरामकाल में उत्क्रमणा करता हैया श्रांत होता है । ७; के लिए लेखक के रूपांतरित सिद्धांत के 
आ्रवार पर इनकी व्याख्या की गई है । 


#975एफ्घटां 


रीठ्तांतर्व ६8९07ए ० [०5% ९7टट ब्यत दर वंश एटएछट९ छा बशुसांणशु बछतें ४९5६. 29 
ुब्डुक5डध ?7785026, (60757 ए 42ट0 007 6णा, /९९७पा (४00९82०, ६९८४७पा एशॉएछ877ए, +९८/पा. 
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जोशी प्रभाव के क्षेत्र में कायं करने वालों का यह एक सामान्य अनुभव है कि नई भरी विसर्जन 
नली में /; नहीं होता या अत्यंत अल्प मात्रा में होता हैं। कालप्रभावन की प्रक्रिया के दौरान ७; की 


उत्पत्ति होती है या उसका क्रमश: विंकास होता है | विसर्जन के साथ -- ८5५४ घटकर या तो न्यूनतम हो 
57 3 पक, क्‍ 


जाता है या इसका चिन्ह बदल जाता है तथापि, विपरीत प्रक्रिया का, जबकि निकाय को विरामावधि में 
रखकर छोड़ दिया जाता है, इसका अपेक्षाकृत कम अ्रध्ययन हुआ्मा है । प्रस्तुत लेख में वर्शित कार्य का 
मुख्य उद्देश्य विराम के दौरान -- (७; में काल के साथ होने वाले परिवतंतों का ज्ञान प्राप्त करना 
और तदनुसार /; के लिए जोशी के सिद्धांत!) को रूपांतरित करना है । 


प्रयोगात्मक 


लेखक के पूर्व-प्रकाशित लेख! में प्रयुक्त विधि का प्रस्तुत प्रयोग में अनुसरण किया गया है। 
टॉपलर निर्वात के अंतर्गत ओजोनित्र के वलयाकार स्थान में शोधित-शुष्क क्लोरीन गैस को प्रयोगशालीय 
ताप (30"८) तथा दाब (746 मिमी पल) पर प्रविष्ट किया गया । 


परिणाम तथा विवेचना 


प्रेक्षणों से पता लगता है कि कालप्रमावन -- ७; का पोषक और -- ७. का निरोधक या 
संदमक है जबकि परवर्ती विराम -- /; को बढ़ाता है और -- /५; को धटाता है, इन दोनों की प्रकृति 
तथा परिणाम का निर्धारण उत्तेजक विभव द्वारा किया जाता है । 


जब से जोशी प्रभाव की खोज हुई है, तब से -- /; से सम्बंधित प्रेक्षित तथ्यों की ब्याख्या करते 
के लिए अनेक सिद्धांतों” » 57 की प्रतिस्थापता की गई है। जोशी द्वारा प्रतिपादित सिद्धांत! विविध 
प्रेक्षणों की सर्वोत्तम रीति से व्याख्या करता है; तथापि, /(; पर कार्य करने वाले अस्वेषकों ने समय- 
समय पर सिद्धांत को रूपांतरित करने की आवश्यकता अनुभव की है। /६; के रूपांतरित सिद्धांत के 
निम्नां कित अभिगृहीत उन निकायों के सक्रियण-ऊर्जा मापन के परिणामों से संपुष्ट होते हैं। जोशी प्रभाव 
के अध्ययत के दौरान उल्लिखित कतिपय प्रायोगिक प्रेक्षणों की सिद्धि में, जिनकी व्याख्या -- "७ , घटना 
के अन्य सिद्धांतों & थ के आधार पर संभव नहीं है, ये अभिगृहीत सैद्धांतिक न्यूनताओं की व्याख्या 
करने के लिए अनिवाय हैं। श्रधिशोषित तल की प्रकृति को विस्तृत दृष्टि में रखते हुये और ऋण आयनों 
के निर्माण तथा स्थायित्व के प्रतिबंधों को सुनिश्चित करके, जोशी के सिद्धांत का रूपांतरण निम्नलिखित 
दस अभिगुहीतों में होता है :-- 


(।) साधारणत: जब कोई गेस या बाष्प किसी अभिक्रिया पात्र में (प्रस्तुत स्थिति में, विसर्जन 
स्थान में) परिबद्ध की जाती है, तो अभिक्रिया पात्र के अन्त:पृष्ठ पर गैस के अणुओं का ताल्क्षरिक 
अधिग्रहरा होता है। यह मौतिक अ्धिशोषण'” ? से अभिलक्षित होता है जो गअत्यल्प अधिशोषण ऊष्मा 
(-35 किलोकलोरी) वाले वान्‍्डर वाल बलों ,से युक्त होता है और जिसका गैस प्रावस्था के साथ 
सरदेव गतिक संतुलन रहता है । 


(2) जब निम्न कोठि के विद्युतीय क्षेत्र का अनुप्रयोग होता है (7<7,,)/ तो संतुलन विक्ष॒ब्ध 
हो जाता है और जब सक्रियण ऊर्जा ( विद्युतीय) अधिशोषण ऊष्मा से बढ़ जाती है! १! तो तल 
का तात्क्षणिक विद्युतीय विशोषण हो जाता है; फलत: पृष्ठीय कार्य-फलन, ९, में कमी तथा प्रकाशित 
उत्सर्जन में वृद्धि होती है जोकि 4, की उत्पत्ति का कारण बनती है। 
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(3) (८) जब अनुप्रयुक्त विद्यतीय क्षेत्र क्रशः बढ़ाया जाता है (757), तो रासायनिक 
शोषित तल के निर्माण के लिए सक्रियण ऊर्जा (5-20 किलोकलोरी) उपलब्ध हो जाती है?” »। 
जैसे-जैसे यह तल विकसित होता जाता है , कार्य-फलन बढ़ता जाता है, जिसके परिणामस्वरूप प्रकाशित 
उत्सर्जत घटता जाता है, श्रत: + ७; घटता जाता है । (४) प्रायिकता कारक / द्वारा निर्धारित ऋण 
आयन निर्माण के फलस्वरूप इस अवस्था में -- /".; की सह-उपस्थिति।/ के कारण +2४/४ में यह 
कमी व्यक्त हो जातीं है । 


(4) जब अनुप्रयुक्त विद्युतीय ऊर्जा, सक्रियण ऊर्जा तथा रासायनिक शोषणा-ऊष्मा!, 375] के जोड़ 
से अधिक हो जाती है, तो रासायनिक शोषित तल का विशोषण होने लगता है, तथा विद्युतीय क्षेत्र 
को आगे बढ़ाने पर, विशोषण बढ़ जाता है। इससे प्रृष्ठीय कार्य -फलन घट जाता है और परिणामतः 
प्रकाशित उत्सर्जन बढ़ जाता है; ऋण आयन निर्माण के लिए अनुप्रयुक्त क्षेत्र अत्यन्त अनुकूल होने के 
कारण" % 777 (7/#७>50) - /५ में वृद्धि हो जाती है। 


(5) अत्यन्त उच्च अनुप्रयुक्त क्षेत्रों में ऋण आयन निर्माण 7” 77 घट जाता है (7/2250<90); 
जिससे -- /; घटता जाता है तथा 7|/#/5७90 होने पर/० 7! जैसा कि 7%7,, होने पर देखा गया हे, 
इयका -+-/ में उत्क्मण हो जाता है । 


(6) विद्युतीत क्षेत्र का निष्कासन करने पर, अपूर्णत: विशोषित (रासायनिक शोषित) पृष्ठ पर 
वान्डर वाल तल निर्मित हो जायेगा । रासायनिक शोषित तल में अधिशोषित गैस के करों तथा वास्तविक 
वास्डर वाल के करों में, पृष्ठ उत्प्रेरित अ्रभिक्रिया के कारण, इन दोनों तलों में पारस्परिक क्रिया होती 
है (रिडील | | इस प्रकार की पारस्परिक क्रिया के फलस्वरूप कार्य-फलन घट जाता है और इस- 
लिए निम्न कोटि के विद्यतीय क्षेत्र के अनुप्रयोग से प्रकाशित उत्सजेन बढ़ जाता है। अतः विसर्जन नली 
को विराम अवस्था में छोड़ने पर -- /५; बढ़ जायेगा; -: (५४ की सह-उपस्थिति के कारण, --/४ घट 
जायेगा । वान्‍्डर वाल तल के निर्माण के लिए परमावश्यक शर्ते (अर्थात्‌ निम्न कोटि के तापों) पर ही 
उपयुक्त रिडील क्रियाविधि लागू होती है । 


(7) उच्च तापों पर, जबकि रासायनिक शोषित तल का विशोषण झारम हो चकता है, तो सरल 
तुलनात्मक अधिप्ठित रासायनिक शोषित तलों में निकटवर्ती दो परमाणओं या मूलकों में पारस्परिक 
क्रिया होने लगती है (लांगमुदर-हिशेलवुड) “” 7४ जिससे काय-फलन घट जाता है और प्रकाशित 
उत्सरजन बढ़ने से अधिक + /५ देता है। यह क्रियाविधि केवल उच्च तापों पर ही लागू होती है । 


(8) उच्च तापों तथा उच्च अनुप्रयुक्त विभवों, 772, पर, जिसकी संभाव्यता का अपवर्जन नहीं 
किया जा सकता, आशिक रासायनिक शोषित पृष्ठ पर, बहुल ऊर्जा अपेक्षी, सक्रियित अधिशोषण'?” 
कार्य-फलन को वद्धि की भ्रोर अ्रग्रसारित करता है, फलतः प्रकाशित उत्सर्जत घट जाता है । उच्च तापों 
तथा विभवों पर /५; की ग्रनुपस्थिति या अत्यन्त अल्प मात्रा में उपस्थिति से इसकी संपुष्टि होती है । 
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(9) पृष्ठ यौगिकों, 72 7० 757 विशेषत: अभिक्रियाशील गंसों तथा बाष्पों के प्रकरण में, जब 
या तो पृष्ठ पर उच्च 7 पर निरंतर विद्यतीय उत्तेजन का अनुप्रयोग होता है या जब ताप अति उच्च 
होता है, क्योंकि इसमें काँच के सोडियम परमाणुओं तथा गैस या बाष्प के परमाणुओं की पारस्परिक 
क्रिया?! का सम्बंध है और इसमें उच्च सक्रियरण ऊर्जा अपेक्षित है, उनका निर्माण होता है। इसकी 
परिणति # की वृद्धि तथा प्रकाशित उत्सजंन में कमी में होती है । अति उच्च तापों पर और उच्च 77 
पर निरंतर विद्युतीय उत्तेजन से 6; का घटना या उसका तिरोहित होना उपर्धक्त निगमन को अमाणित 
करता है । 


(0) तथापि, देहली-विभव, 7,,, रासायनिक शोषण के प्रादुर्भाव से अभिलक्षित होता है, जिस- 
पर कि वान्डर वाल तल का विशोषण अधिकतम होता है। इसी प्रकार, व्युत्कमण-विभव, 7;, जिस 
विभव पर प्रेक्षित -- ७; का -- /&; में परिवर्तन होता है, क्‍योंकि रासायनिक शोषित तल का निर्माण 
अधिकतम होता है, उस पर रासायनिक शोषित तल का विशोषण प्रारंभ हों जाता है । भ्रत:, नियत द्रव्यमान 
अवस्थाओं में, दो संतुलन प्रक्रमों के कार्य करने की संभावना प्रतीत होती है: () आंशिक 
रासायनिक शोषित तल की निर्मिति तथा विशोषण में; तथा (9) पृष्ठ को प्रदत्त ऊर्जा (किसी भी रूप 
को) में परिवर्तत संतुलन अवस्थाश्रों को विक्लुब्ध कर देता है । 


2; प्रभाव की तिर्मिति तथा विकास के लिए उत्तरदायी बलों की उत्क्रमणीय प्रकृति, काल- 
प्रभावत तथा विराम पर किये गये वर्तमान कार्य को सुस्पष्ट करता है। कालप्रभावन के कारण सक्रियण 
का विराम के दौरान स्पष्टत: क्रमश: प्रतिसंतुलन होता है । श्रतः सक्रियण तथा निष्क्रियण का उत्तरदायी 
कारण भी एक उत्क्रमणीय घटना होनी चाहिए अर्थात्‌ श्रधिशोषित तल के निर्मायक बल उत्क्रमणीय होते 
हैं। अवस्थाओं की उत्क्रमणीयता, वानन्‍्डर वाल प्रकार के अधिशोषण के मुख्य लक्षणों?! में से एक 
है शोर इस प्रकार कार्य की यह अभिमुखता इस विचार की ओर अग्रसर करती है कि रासायनिक शोषण 
उत्करमणीय सुलभ न होने से श्रधिशोषित तल के निर्माण में मौतिक बल एक प्रधान कार्य पूरा करते हैं । 


सुझाव है कि विसजंन प्रभावन के दौरान उत्तेजित गैस तथा ठोस काँच-भित्ति में एक अभिक्रिया 
होती है, जिसका विरामावधि के दौरान अंशतः उत्क्रमण होता है, जो -- /( ; को क्वास की ओर ले 
जाता है । 7% से नीचे विभवों पर, जब इस प्रकार की अभिक्रिया की संभावना नहीं है, कालप्रभावन के 
किसी प्रभाव की अप्राप्ति से उक्त कथन पुनश्च संपुष्ट होता है । 


अधिशोषित तल 6; का मुख्य तल होने के कारण, इसकी निर्मिति तथा स्थायित्व (५० के 
परिणाम तथा चिह्न का निर्णय करता है। अ्तएव ऐसा अनुमान है कि विसर्जन के दौरान इस तल का 
निर्माणाभिमुख प्रक्रम आंशिक रूप में उत्क्रमणीय है ओर यह तल गैस प्रावस्था के साथ गतिक संतुलन में 
माना जाता है । विसर्जन की अविच्छिन्नता इस प्रकार के तल के स्थायित्व को बढ़ा देती है। इस प्रकार 
स्पष्ट है कि विसर्जन का अवरोध प्रतीप अभिक्रिया के पक्ष में होना चाहिए । अस्तु, यदि इस प्रकार के 
निकाय को पर्याप्त लंबी अवधि का विराम दिया जाये तो सीमांत-तल क्रमश: क्षीण होता जायेगा और -।- /; 
की सह-उपस्थिति के कारण वह निकाय --/५; में हास तथा +-/५ में वृद्धि प्रदशित करेगा। यदि 
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सीमांत-तल पर्याप्त रूप से परिवर्तित होता है तो /; के चिह्न तथा परिमाण में भी परिवर्ततव अपेक्षित 
है । इस प्रकार कालप्रभावन का भी और लंबी अवधि के विराम का भी इस तल पर प्रभाव पड़ेगा । 
पुनश्च, इलेक्ट्रोड की परावैद्युत प्रकृति के कारण, विद्युतीय विसजेन के दौरान उन पर सक्रिय बिदु विकसित 
हो जाते हैं । विसर्जन की अविच्छिन््रता या विद्युतीय क्षेत्र का पूर्ण बहिष्करण, जेसा कि विराम के दोरान 
होता है, या/तथा कोई अन्‍य विक्ृति इन सक्रिय केन्द्रों को प्रभावित करती है । ये केन्द्र एक चक्र पूरा होने 
पर कुछ ग्रवशिष्ट आवेश बचा लेते हैं जो इसकी पूर्व भ्रवस्था, विविध केन्द्रों में आ्रवेश-घनत्व, सक्रिय बिदुओं 
का विस्तार तथा इन बिंदुश्नों में आवेश के पोषण से प्रतिबंधित हीता है। इससे एक विक्ृति का विकास 
होता है जो विराम देने पर श्रांत होती है । 


लेखक के उपर्युक्त अभिगृहीत के श्राधार पर अब सरल व्याख्या करना संभव है । विसर्जन के बन्द 
होते ही, आंशिक रासायनिक शोषित पृष्ठ पर तात्क्षणिक वान्‍्डर वाल अधिशोयण होता हैं। इन दो 
तलों में अ्रधिशोषित गैस कणों में पृष्ठ-उत्प्रेरित अभिक्रिया होती है और इस क्रिया के मंद होने के कारण, 
कार्य-फलन क्रमश: घटता जाता है, जो, जैसा कि विरामावधि के दौरान प्रस्तुत परिणामों में प्रेक्षित किया 
गया है, प्रकाशित उत्सर्जन की वद्धि का मार्ग प्रशस्त कर देता है । इससे विराम के दौरान -- /; में वृद्धि 
स्पष्ट है, तथा -- /; में ह्वास तो -- ७; की सह-उपस्थिति से व्युत्पन्न परिणाम मात्र हैं। जब काल- 
प्रभावन को विभव परिसर 7,,--7; में किया जायेगा तो रासायनिक शोपषित तल की निर्मिति के कारण 
_- 0; घट जायेगा; इससे -- /; की वृद्धि को प्रेरणा मिलेगी और रासायनिक शोषण के एक बार 
पूर्णा हो जाने की परिस्थिति के पश्चात्‌ तल का विशोषण होने लगता है । 75 से उच्च विभव पर काल- 
प्रभाववत विशोषण का कारण बनता है और विभव परिसर 7/-7. 5 ,»६.» में कालप्रभावन से -- 0; में 
ह्वास होगा । इस परिसर के ऊपर, प्रायिकता कारक 7/ से नियंत्रित ऋए आयनों की अनासक्ति के कारण 
--/५; में वद्धि न्युनतर परिमाण की होती है। इस प्रकार, -2%7,, विभवों पर कालप्रभावन से, 
_-/५ में प्रेक्षित हास तथा --/; में वृद्धि की व्याख्या संभव है । विराम के दोरान --/0; में वृद्धि 
तथा --//; में हास, उपयुक्त रूपांतरित सिद्धांत में प्रस्तावित रिडील क्रियाविधि!” का परिणाम 
मात्र है । 


कतज्ञता-ज्ापन 


लेखक, काशी हिन्दू विश्वविद्यालय के सेवानिव॒त प्रोफ़ेसर डा० एस०एस० जोशी का अत्यंत आमारी 
है, जिनका मार्ग दर्शन उसे सतत्‌ प्राप्त होता रहा। प्रवक्‍ता डा० एम० वेनुगोपालन भी अमुल्य सुझावों 
के लिए धन्यवाद के पात्र हैं । 
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जोशी प्रभाव का रूपांतरित सिद्धांत 437 


ल्युडेकिंग । 
मोरे । 


गलास्टन, लेडलर तथा आईरिंग । 


गस्लास्टन । 


केसि ० न्यूज़, 890, 6, [. 


770०0९०%०८0680०0 (59553 ]948, रेनहोल्ड पब्लिकेशन्स 


वड्ट परम्मटणएए णी रिद्वा८. ?#0८८5८5, 94], 
संकग्रों हिल बुक कंपनी, न्यूयॉर्क 


3 गया 8060९ 6 977८६] (४6९४४7587ए 4948, 
सेकमिलन एंड कंपनी 


हैं [0]3]3 ?37[5 ॥36 # 7 ७5५ ३3॥0 ॥3॥ ? 30॥ ८ 2 
४०0]. ।6, (४० 3, |७५ 973, 78४०5 39- 46 


सार्वोक्षृत समाकल परिवतें 
फतेहसिह तथा बी० एम० श्रीवास्तव 
गरिगत विभाग, राजकीय इंजीनियरिंग कालेज, रीवाँ, 


[ प्राप्त--जुलाई 00 को 8 ] 
सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र में एक द्विगुणा समाकल परिवते से परिचित कराया गया है जिसमें परिवततें की 
अष्टि सार्वीक्ृत फाक्स का -फलन है । इस द्विगुगा रूपान्तरण में विभिन्न शोधकर्ताश्ों द्वारा समय समय 
पर प्रस्तुत कई रूपान्तर मिलेंगे । प्रस्तुत परिवर्ते का प्रतिलोमन सूत्र भी दिया गया है । 


395/792 ८ 


(8 2 ए०णलणथगॉरट्तं 49४९क्‍2०वं ई#295 070... 27 |#. छग87 2०१ 8. 0. 577ए25४(8५8, 
क्‍0९927ए5ग्र ठा +/व्वाधिाट्यावाय25, (50ए2777677 7०८72 ( 0!026९, 7९९५७०७. 


4 (6 9765टथां एथ2९/ दपाव05 वगाएठवैपटट 8 00006 माटहुएबव) 87807 ३9 एम 
6 #टापाट] 0 एथय5तिता 48 06 छुल्ाटावस्‍शटत ए0558 जि-फिलांता गम ए6 379प्ाल्य5,.. 7फ्रोड 
त0प०8 बा३त्राबा०ए वैगटॉपवेंटड फ्रद्याए 3 एथ्याउतिफनवाठस शएटाए 9०फऋा पाीएा6 [0 एंगाठ 0०9 


त7 67९४( हप्रा0078... 0७7 ाएटाशठ) 07फ्रपॉब [07 0.06 (875077 प्रातेक' ८0परग्मव६-३:070 85 
9350 [)02९८7॥ ८9757]5/ ८0 . 


4. ऊूमिका 


लेप्लास परिव्ें के नवीन सार्वीकरण के प्रयत्न में लेखक [8] को माथर द्वारा हाल ही में 
परिभाषित एक सार्वीक्तत फलन प्राप्त हुआ है जिसे यदि 


४6, 5) | |, 7(8,% 390). 0५>)%% 


में रूपान्तरण &($, /) का केन्द्र विन्दु मान लिया जाय तो इसमें नवीन परिवतत की परिभाषा प्राप्तहोती 
है । इसके द्वारा न केवल लंप्लास तथा हैंकेल परिवर्तों तथा उनके अधिकांश सार्वीकरणों का सोर्वीकरण 


प्राप्त होता है प्रत्युत एक या दो चरों में उपयुक्त प्रसार की सम्भावना ज्री उत्पन्न करता है । 
8? 2 


[40 फतेहसिह तथा बी० एम० श्रीवास्तव 


ही में माथुर [8, 0. 25] में दो चरों वाले फाक्स के / फलन का सार्वीकरण एक द्विगुण 


हाल 
कंटर समाकल की सहायता से निम्नांकित रूप में भ्रस्तुत किया है 
((०/ ८9). 

पर हा मा (१७ ००); (४, ८५४)/ 
((0:, 45) ) 


((8५% 2५0) ((9 4, ० ० )/ 


हक [.... जिस 8 (6--१)४(४, गा 27 ८६ ८१ ,. . . (-) 
/ 7(॥-«/ -+०|8 ८१) 
जहाँ ९ (६ -+ 9) ८ 7 
# 7(८६-०६-थग) रे (9 +धाईन 4५) 
उच्चात 
तथा 


हाँ 78-88) 2 7(५/+ कह) 2 7प-श) | री/प+थण) 
7 मम पलपल लक जल 2 शाला ३752४ 
7 7(-+86ै) 7 7(-श>कग 27 4ी(-8#,/+/ 7१) 


चयन ॥ ॥ २६१77 9 +न. 
7 7(]-%9"!-०४,०) 
है कर 46.8. 
(4५, 2+)) से # प्राचल (4, 8,,):... (40, 2५): 0<&/ध<: 4 0<:%94, 0< 9756, 0<:92<:/, 
0<४<# का बोध होता है । 

((8%,5 ो) ) (87% 9१ 07, 5 १9% ४५५9 ०५ | (७ | ००) तथा । (०.४ $ ३) प्राचला को श्रेणी ऐसी 
है कि समाकल्य का एक भी पोल संगमी नहीं है। सम|कलन के पथ आवश्यकतानुसार इस प्रकार दंतुरित 
कर लिये जाते हैं कि द द 
(8-१४) (४5 75) तथा >(8;:-9॥०) ([77,--- 7772) ; 


के सभी पोल दाहिनी और तथा 

7(/४+५४) /5! 7(»7+क्षंग) ([5४7 ) 
तथा 7(--८:-+०£+4%०) (ल्‍57 ) के समी पोल कल्पित अक्षि के बाई शोर पड़ें। समाकल 
प्रभिसारी होता. है यदि 20, 2४7०0, |थष्ठ ॥|< ३) तथा [थ्य8 2| < गे 


सार्वीकृत समाकल परिदर्त 4] 


5 
-. <£ 2-४०, 


72 ध्‌ 
अकछ>, इज ७ आज 2 0 कील 4 


को हि 


77 7 (2 ॥ 
थ्‌ और 2 72200 6 न्गः पी ८ 3 न डे ८; -+- पु ॥/ 5 228 ग्ि 6. --- ४ 
तथा है उच्च बच ट ज्यादा: हु है | डर य ल 


(]-]) को हम संकेतात्मक रूप में ४2 | | द्वारा प्रदशित करेंगे । 27 | | का आचरण < 


तथा 9 के लघु मानों के लिये माथुर [8, 9. 28] द्वारा विवेचित हुआ 
क्‍  ("2) 


हे 5० 00/0/) ज्योंज्यों +->0 तथा २0 
ज रँ 777 हि] ॥॥ 2 न्‍ ढ ५ 
जहाँ 35८77777 /ऐ । तथा 9 --7४१४४ | डरा ] | लिकपत ) (८८, . . .,77१५ ) 
रथ 2 5 
| >> 80-- -.. ८+> 4 5:0:>0, 
के लि ० बच / उंचा | ऑल हे 
4 2 
6 ही ढनी 4४ 4; 55: 5१7> 0 
उच्च कच्चा हि च्ः 


तथा सम्बद्ध फलन ४7 | | का आचररा माथुर [5, 9 2]9] द्वारा ४-००, »->०० के लिये विवेचित हुआ 


है (जो दशा #--0 के संगत है) . 
छल -०0४ ज०). शा 
श्र | 
ना 77447 (से ] तथा ढाच्न-ग776:% ( [0 अकक] ४; लत] ण्2) 
के 


यहाँ पर हम सार्वीक्ृत £-परिवर्त का परिचय समाकल समीकरण के रूप में देंगे । 
(०५ ८/)) 
०(७१%)ग (00808 ८८) ) १(१४६7, ८7१7 )। है 602] ))०८०८) (] -4) 


0 श१, 78, ॥], 778 


(७ 9 3 ) कल की 
8०%), [0 ७ सः 85.9)" |. (0७००0) 


((84, 84))3 ([(879, 


जहाँ 05:07 4, 05:00: ६, 0<:9 5.7, 05. 795:/ )2>0, 2770, |०78०|< गे, |॥78| < हे सगे 
और ४ घन पूर्णाक हैं तथा » और »! पहले ही परिभाषित हो चुके हैं किन्तु #--0, (५, 9)67.(0, ००) 


अपवाद है । 


[42 फतेहसिंह तथा बी० एम० श्रीवास्तव 
2. ज्ञात परिवर्तों के साथ सम्बन्ध 


#--5४-०0 मान के लिये (:4) में दो चरों वाला #-फलन दो ख-फलन के गुणनफलों में टूट 
जाता है, अर्थात्‌ 


।! 


दी 79 ॥/ ै 
प्र शत | लिन । ((।- )»/, ८) | मम डा 2 (8059) हि 


((/ 75% ३8५7 | 
| 4 ((8% 24)) 


(87५५ ०५१)) 





और इस गुण का उपयोग निश्चित रूप से ज्ञात द्विगुण समाकल परिवर्तों के प्रदर्शन में किया गया है। 


0) (-4) में #-४--०-5०४०-0, 05२4, ४४5८६, 77-7%5- रखने और /(», 9») को »/४७.,.6, 
७५ 9) द्वारा प्रतिस्थापित करने पर सिंह / द्वारा दिया गया फल प्राप्त होता है । 


(४) (-4) में // मा 232 2052 [॥0] न ६ 5२7४४-- ५ 772 5545४ -+-7,. 0 नतए३त्त0, ईहचए! 
है-8, धुत्ल्‍्थइत्तह॥ नारी ६, ((न5], .... ये गचत9--७ 7४ ढक !, ... गार्नी; ढचत, --७ हनी 72 
रखने, /(», 9) को 5,«,/, )) द्वारा प्रतिस्थापित करने तथा मर फलन को माइजर के ०-फलन में 
परिणत करने पर जैन द्वारा प्रस्तुत सार्वीक्ृत परिवत प्राप्त होता है । 


(१7) (।*4) में 6नत [3 +२१२--॥ ८ 77[ 5२११५ २२ (६ 5 धैं 5७0३ 7२९7] 5८, 58 





| रन 0 
रखने तथा तत्समक झआ(, 4 | 





| न्‍्-८ का उपयोग करने पर दो चरों वाला लंप्लास परिवत॑ 


प्राप्त होता है, अर्थात्‌ 


$(७४,, ७५) ++ ॥ | ह €४िड-३१ (०, >6 ४४) (6) 


(०) जब हम ०८-॥चई, करू + 4 तत्व ८2, हा नत॥् ता 6 ५5 08 २२४५ 5२४, 5५] दिये 
850, वचन 5 + 0०३ “6: 7 7+9 / 806४-१ रखते हैं और /» ») को 2(७ ४) द्वारा 
प्रतिस्थापित करते हैं तो (-4) अग्रवाल 77 द्वारा दिये गये दो चरों वाले हुँकैल परिवर्त में परिणत 
हो जाता है । 


(५) मुकर्जी द्वारा दिया गया दो चरों वाला वर्मा परिवर्त (-4) से तब प्राप्त होता है जब 
हम ०८-८१ सतह नये कतई सन ही ६ ८] ८२८ वन 05709 570. 7-८ १५२--,_ ७ 5८०] है ४३7२०, 70 57२॥॥५०७० ६ 5 4 
य२4५ भत्ते (04 नी ७ शै 47४ "7 ॥/“५ -- 99 (83 52 [७५ चर 2५५ 3, 5-|3795-0 रखते हे | 


- (धा) &5८5-॥॥-२॥४२ई न्‍न | न३८[८६८| ८० +्0५ २०००] 7८०८ 0,१८८, ॥0 ल्‍|॥0 स्त4व्‌ 5८ (552, 9 ८८ 


28८ २0 ७८0, पुत्ल [ --4 ५५ शपुरेक्‍् [ --2+9: 8] «२ (7 “५ (2 त८ आए शैप | 5२/४३-- ७ 


सार्वेक्षेत समाकल परिवत॑ . ]43 


अन्‍न्‍जनन«>न>, 


तथा 8,7---/७४--)०४ रखने पर हमें (:-4) से दो चरों वाला माइजर प रिवत॑ प्राप्त होता है जिसकी 
विवेचना मेहरा ४" ते की है। 


एक चर वाले ज्ञात परिवर्त की विवेचना करते समय निम्नांकित गुण का उपयोग किया गया है : 
(०५ %)) 
] 2, 74, ९, गत) 4 ४ (१७ “057: 
29 [6 0], 5; [6५ 3] 
कक » | (७५ ०४) 
[(84, 24) ); (0, ] | 
505 ही (८५ 6५) $* (7-१४ ५/)) ग 
ध् जी, 4+8$ हु (६ 2 
(५9 0५)/) ६(-05, ८४५)) 
(घा) (-4) में 4 --8,5--!, 8,75-0, 0, --], /-- ०»,--४१--0 रखने पर तथा (2 2) के उप- 
योग द्वारा 4-७ को 6 द्वारा प्रतिस्थापित करते हये तथा प्राचलों में उपयक्त परिवर्तन करते हये वर्मा 
५ ५ हु उ 


का ज्ञात परिवतं?” प्राप्त होता है जो अपनी पारी में म्न-फलन को माइजर के 6-फलन में परिणत 
किये जाने पर कपूर तथा मसूद “7 का फ़लन प्रदान करता है। 


इसी प्रकार (2-2) के गुण पर विचार करने पर तथा #-फलन पर विभिन्न प्रतिबन्ध लगाने पर 
माइजर “7, मेनरा 75) वर्मा /ण, भिसे 2, भोंसले ४), आर्य ४ तथा ट्रिकोमी ४ द्वारा पारिभाषित 
परिवर्त की (]-4) विशिष्ट दशाओं के रूप में प्राप्त होता है । 


3. प्रतिलोमन सूत्र 


अब हम निम्नांकित प्रमेय को स्थापित करेंगे जिससे समाकल समीकरण (-4) का हल प्राप्त 
होता है यदि उसे अज्ञात फलन /(», 9) के लिये उसके बिम्ब $(७,, &,) के पदों में सिद्ध कर लिया जाय । 


प्रमेय : यदि $(७,, &,) (-4) में आये हुये रूप में /(, 9) का सरर्वीक्षत #? परिवर्त हो तो 


>, 3) आओ ० 22८ ?०) (०१००५ (3-) 


4क्‍फ््बा हे 0972० (| 243 22) 
7" शी । 
(०) ४7:70/8 8002-70 7/ 78, -- ४ [ )| ४४ 7/[»+४ (2 हि )| 


जहाँ. ((2५ /») महज 
ध्‌ 7! ]्‌ 7! (2४ 
7 7[-.8;--8 ( ह ) आप हे मा कर) 


चच्यायु्ओ है 6 दि 

















॥75 76873 0: ( -)] 


च्यातु+॥ ॥८ 
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द 774 7' ] नि हक श्छ के है कट 
हल हः (कप 328 ॥( १ | हल र्र |» कप ( श्र | 


हा कल ५ है गति 
है ए-अनभ टिक रगबिन न (की) जी को 
/0 है आए 4 


वचए2+7 772 2 


< 














रे दल का 
7 8 | )] 
हि । का, 78... ४ 
(2] 22) का हे | ७। ?7.597?2 9 (5,, 59) 4५.4५,» 
आवश्यक है कि 


(0) /(», 9) खंडशः सतत हो 


(0) द्विगुण समाकल | है | | मा है (७,, 5५)८४,०४५ पूर्णतया अभिसारी हो, 


(70) द्विगुण समाकल ॥ हे | अधिए 0३४० (५, ))४४४» भी पूर्णतया अभिसारी हो, 


(ए) >>0, >7>0, 8>0, 9>0, [काह०[-<कुबने, [व्ा82|<उुगनेर जहाँ 3, ), ४-50 के 
अतिरिक्त मलीमाँति परिभाषित हों, तथा 


(५) शाप (57) | क्र) <<_ ब्ापर[ हि | * 
है। ९8 । 


777 





| € [मा] चच््ण 
है /8; [-- 72 ४:-- ! 
तथा --772277:/९ ४) </१ [ तर) (८2८ न हद ) | 
6 हा ॥ € है 
[€&€[ का [€#&€ ०५ 


उपपत्ति--.(]-4) में दोनों ओर ७,-०४ &,-९७ से गुणा करने पर तथा (0, ००) अन्तराल में ७, तथा 
5, के प्रति समाकलित करने पर 
हा | हे 572 $,7?2 (७, ७५)45, ८5५ ्््ि 
| (०५ 4४) ) । 
0, ए73 ए2 शत) | 5 रोग .. ८))*८ 74, हाँ. 
[ँ हा ९ ०० (१०० पा 470 हट आई 9 3, । १£2) (४७ /225 ( 773 ० ६ )/ 
अत “7 ९, “22 | | न + 
ह॥ 2॥ 3 [3 ॥£7]). 53 [६5 4*] 
०. ० ०२० 8(5,9)०|.. ((8,, ०) 


(8५% 8५0); (879, हे 
/(४५>) ४४ ९) #, ०५. (3.2) 


उनन्‍रनसत- 


|, ७० कक 


सार्वक्षित समाकल परिवते - [45 


50 (6० ! 0 ण्2 
>८ | | ७,-0.6,-?2 7 3 ८१) हा प्रा 779 
0०0 27 [5 87] 53 [43 ६7] 


[(०/५५ ८/) ) 
का 4(9७ ०))5 ६(% ४४7, ८7 /7)) कर ह 
(७ ६5. ८५५ (3-3) 
ल्‍ (०५५ ८५) ) 
3(93५)” 
(9 2०4): ((,8 47, शी 
ही [ > (गन 2- /(७, 2) 4८% 
॥0% 0 है. 4८0७७. 
(०५७ 2/) 2) 
को कु 
६: | | (जा // मी ] 7. 7/29_ | 20 220 8 अत | 000 की 088 6780) हे 
040 ॥77 72 93 [5 । 49 [4५ धर] दंएद 
(0५, ८४५)) 
/। 
((89, 2८)); ((/9 47, है 
(3-4) 


पूर्व उल्लिखित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत समाकलन के क्रम में परिवर्तत करना द ला वैले पूसिन के 
प्रमेय |3, 9. 504] के अनुसार वेध है। (२) में दिये हुये प्रतिबन्धों से (3-4) के अन्तिम आन्तरिक 
समाकल का अभिसरणा दोनों ही सीमाग्रों पर (-2) तथा (-:3) के आधार पर निश्चित हो जाता है। 
साथ ही, &, » समाकल तथा ४, ० समाकल परस्पर आश्रित नहीं हैं ग्रत: अन्तिम का मान निकालने पर 


ह | धन ;0ब- ह# >> + मम | ह ऐ -०३ ५-०१ 6/५. ९ 
| | कम जी 7 9 2१22०2 (२(०3, 22) 4 ०. ० 07 3५77 $(४| 59) ४5०5५ 


की प्राप्ति होती है जो रीड के प्रमेय [3, 9. 566] तथा समाकल के क्रम के उलट जाने से (3-) प्रदान 
करता है । 
ग्रनुभाग 2 में दिये गये प्रतिस्थापनों से मुकर्जी /”, मेहरा 7०, अग्रवाल 77, भिसे ४ भोंसले [/, 
तथा श्रन्यों के प्रतिलोमन सूत्र प्राप्त किये जा सकते हैं । 
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लप्लास परिवर्ते तथा पघ-फलन सम्बन्धी 
समाकल समीकरण के मध्य सम्बन्ध 
एसम० एस० समर 
गरिषत विभाग, रोजनल कालेज, अजमेर 


[ प्राप्त --अप्रैल 2, 972 ] 
सारांश 


अस्तुत शोब पत्र में #-फलन सम्बन्धी एक समाकल समीकरण प्राप्त किया गया है। साथ ही 
प्र-प्त समीकरग्गों तथा लेप्लास परिवत के मध्य सम्बन्ध स्थापित किया गया है जिससे नवीन समाकल के 
प्राप्त होने में सहायता मिलती है । 


395४2 ८६ 


& #टॉथाय00 2९(६४2९४७ 42[792९९ ईब्ाड507% बमवें उद्मा<्शु॒फ्थों €्पृपनरपेठ्ा एंतरणॉर्रागए 
स-फ्खिटएठफछ, 2) ४. 5. इद्वाम्वा, क्‍069क्रापशल्या ता िक्वाप्रटाएका05, रिटछा0०08 (0॥686 0 
0] 77९7. 


47) 5 92890०7 दव7 687 €त॒प्रक्ष)07 एप्रणीएाएए र म-फिदाता उफ् ७०7०॥ ॥772८ 
[776छ7क007 ३5 शी #॥ट996९2८ (०076 काएुए70९00 70 47 6 इठ0प007% 6 गेशाव्शु/दा 07 5 
"जय 76590 ८0700 8 फबा९0 ग45 96९० 69क्वंगरव्वे, #प्राल्ण, 4 7९0 ६४07 920७४९८४७ 7 ,॥09]40८ 
(द्ा5[0फ%ा बाते (दुपक्ा।0ा5$ 50 ०09ग्य7टत, 38 ९ए4प्रदालते ऋर०0 प6ए७5 प [0 00027 7९७ 
[768798| ॥770[ए78 (८ 4768708007 पापी एटड०८६ 0 92/६९६८7, 


. परिभाषायें तथा प्रयुक्त परिणाम 


(४) के में लव परिवर्त की परिभाषा निम्न प्रकार से की जाती है : 


खा /00) 5४6) 5 | #77/00) # ([.) 
* 0 
तथ। मेलिन का प्रतिलोमन सूत्र इस प्रकार है : 
[ र्ठ 
४0) का +-ज८ 720 ही. मि। है 
2) जता, ०08 (2) 


5१९७) 


]48 एम० एस० समर 


ए(4;५ ४;))४ हरा (6, 2); (49, 6७)» --- (५/७ ०) प्राचलों के ४ युग्मों के एक सेट की अभिव्यक्ति होती हे 
फाक्स/» ने आ-फलन को निम्तांकित प्रकार से पारिभाषित किया है : 


१((॥ ॥2 
क्‍ 7(6/-7०77 7(-०;+ ०५%) 
2 2 (हे / ३ | च्स्ः न ॥ हे के 2८7४६ ं॥४, 
छह | / ((0,7)4/ 287 /+ ४ हु 
४४ 72(-8/-+7०) 2 (४-०४) 
च्का+। | उुच्चानाई 
जहाँ रिक्त गुणनफल को इकाई के रूप में समाकलित करते हैं 0&:%#<€.4, 0<#<:&, तथा सभी ४ तथा 
सभीर्ण धन हैं, सभी ८ तथा ४ संकुल संख्यायें हैं और 2. वार्नीज प्रकार का उपयुक्त कंदूर है जिससे 
कि 7(8/--]४), /5,2, .... % के समस्त पोल कंदूर के दाई ओर पड़ें और 7(-०/+०५०), 
८-३, 2, .... ४ के बाई ओर । 


ब्राक्समा! ने यह सिद्ध किया है कि (:2) के दाहिनी ओर का समाकल अभिसारी होता है 
जब 0->0 तथा [४78४ »|<$-/2, जहाँ | 
72 


|; ८ [॥ ; ५ 
कु 2 6- < 2नी <३- 2५7 (।*3) 


चा। |"॥+य हा फ उच्याकर 


इस शोध पत्र में सवेत्र $ को (-3) द्वारा पारिभाषित किया गया है। गुप्ता तथा श्रीमती 
मित्तल [9] ; 


7 70-१४) 77 7(--4-५४) 
बन क्च्य हे 


| 8५,/|* कु | । मन ॥ 4 कट पक 255 न मम लि ]-4 
699 | | 6 हे, 
. /(-- 8; -“(5) 40 36८2 -+०;5) 
उत्यानार है 


जहाँ 0&%७<€74, 0&४8<%#, $>>0, [कष्ट #[<$०/2, 22(0/--75) 20 यदि 75-, 2, ..., %. तथा 
“7(--०|--०५5) >> ० यदि #7+-], 2, ..., ४ 


गुप्ता? 
_+ _7स/ (6/, ८) १ 275 7+7. प (2; 7); (6 ८ :)॥ 
/-27प [0 /7 रे । ज्ा0१प् (८ नी / 5: 5 ॥ -5 
824 |  / 4[0)9/0)4 कफ [7 / 02/:.7)4 ाउ) 


यदि १०0, :(/)>0, 2(--/--० ४४:0)7>0 ४57! से # तक के लिये। तथा [8 2977] 
<$०/2, “७-+-$)<0 जहाँ 


लैप्लास परिवर्तं तथा प्र-फलन ]49 


गुप्ता तथा जन! 


। हे कि 97 | दे ५ (८), हा 50 8 ्ज्‌ (67५ १) | थे 


(58 8/)4 / ३4 भर) 
हक 30 ॥--/८ | ् ही (6) 9 ०५) 725 कि | »ज7 ८2777) 0, ०04)/ 2+4 (43 ०४)४ | ([ 6) 
22+4£., (-+7 जो, (8/, है) ॥03 (| “-7८7- 29५ ०५॥,#+7 है 2; 4 


थदि ४१% न ०0//8) -+-4ं;/0; ] >0 जहाँ है कै से % तथा ४--! से 7 


|| न का 0 ट 0 
है (8 4 


४ 


जहाँ /<] से /त 75] से 2, ०70, 40 2-0, |थह ४|<4%%, ्ष्ठ ॥< ३ ॒ 


ठ्‌ 


री ॥ 
जि >9- 2 3 न+े #शन 2 श 4च् अ बन 2 वानी | । 





+ 3. या. |; १70--7. 
नायर) 
५0७ ) ) 9 9 ) 
री | (।---४)” मर गा 9४) (] -- ५६) ) पा हा | 
7 हत्हका[ (| --४--०) है): (4, ४|)# | 
स्तर (0 222 47.4 | | ([ 7) 


यदि 30, 7२(०)>5--०)०0, 7 5-+-०+)०४:)>-0, जहाँ #57 से #, $4-2:>0 
विणड 9 <म/2($-ै)- 


», सम्माकल समीकरण 





समाकल समीकरण 
77797-+-3 ]--0-- १०, 9 १५ - 
० (४) ++ / (०--०-- २») | ० ( ) ) 0) 4)... (2-) 
का हल 
शक ह 27 श(+-संबो बाधीए (-7+536-9॥ €7 *म४ ; 4 (04५ /))5 
0 पा थवा220 | 4 (०-०--४) 43 दिने। | # (--०--०४, १), ॥(०॥५ श्र । 


है यदि 00, $+)>>0, [ढ़ 9 ३7($+ )) तथा समाकलन का पथ 5--४०० से ८--7०० लेकर 


50 एम० एस० समर 


प्रवस्थित हो कि पथ #(/) >7+०)>0, (७-२७) >0, 78 +0) 20, + ० कगे/व7) 20 
/0(]--८६--०:४) 0, का प्रत्येक बिन्दर, जिससे 5, 2, .... % तथा 7->), 2, ...) £ ग्रौर (2-2) में 
दाईं और समाकलन के पथ के प्रत्येक बिन्दु के लिये #(१5--०-४) २००: 
उपपत्ति : (2:]) में & के स्थान पर --7# रखने पर, दोनों ओर &76//४ से गुणा करते पर 
तथा ८-7०० से ८--7०० तक ४ के प्रति समाकलित करने पर 
मल ४" __ ग्राउहक] ([-- 6 -- ४५ 2)» (८;, | 
उ्क्रां |. (70% ५४ ६५% । 2 (9-०-४) | 4 १,4 [2 (6) है ४ (3) ०५० 


समाकलन के क्रम को बदलने पर 





है 7" 730+7[._ /([--०--०५ १) 63 ८) 
॥ (29) % #/25 व 7 ४ /(०-०-०) 4५]:० (2 न्‍ | (४ ५, /)) | धं। 
० ० काओराकाी ॥फ (|--/५ १)५ 34;; ८]2 | ४ 
न न | हे | ऊपर / रे 
(| हॉल | 8506, 37 0 ( ] -- | मं (0))./) है । 9) १ 


इस प्रकार दिया हुआ समाकल समीकरण निम्तांकित रूप धारण कर लेता है : 
क 77५॥-+-7. 95 
| ( ) | [--2)" 


० आय 
जहा 8(४) का: आज पाक | क्र 2(-- ८४) 4८ तथा (ध का 


-- 3 गि त्य्ष्प् 
कि थे / ि () ८) - (४) 





(2:2) को हल करने के छिये टिश्मा्श की विधि [2, 9. 3!5] का उपयोग किया जा 
सकता है । 


यदि 8(%) न्‍« | &(72) /( 2) ५०; 
लक पक 2, 
तो ६9 किलक पर |. चलन] ॥7+ 5 (2-3) 


जहाँ #()--72[#(७)) तथा ७(४) -२4[8(५)) 


समाकलन के चर में परिवर्तत ला करके (2-3) को निम्नांकित रूप में लिखा जा सकता है : 





०(--४) 
/00 5 उत्न| हल ० (2-4) 
समीकरण (2-2) से 


रे 
(3) न्‍- कि 3 € (४) हा 


लेप्लास परिवर्त तथा प्र-फलन ]5] 


( हि 27) 0 


८2 
ता" ४-१ 
ब्् है रा लक 


| -४ &(--४४) ८४ 


लग । 


जज "४-7 _! ५० 5 
मै | आह अप यह हा ५ 8 (-- ४४) धंड हं: 


* नस 
समाकलन के क्रम को बदलने पर 


(2-४४) 2 ()08-- ५४-- ०) 


& (0-०--०) के 


 आवुत| (“१-० 


यदि 2(०-)>५४)>०0, #2(3४--४-०):०0 


हे 2857 +7 (4--/3 ०), 4(4/$ ४;)+ 
2 (5) जून थी । ५ है | 3 (64, । 


77: 
7 7(6/-.॥0) 77 7(- ०6-०७) 7"((०-२) 
च्ि । 
// :(।-०-३७)) 2 7!(७--०४) 
ज्याकी 
अत: (2-4) से 
८ 
ध 7(--8/+0) 77 7(6/- ०४) 
चयन 


+] 
है के । 2.3 अमल इक मनन मी ललर असर 4 सर किला जनत री लल 
९ / [पु 
(7 7 (0-7७) 77 7(]- 6; -- ०४)१(७ + है४) 
बच बचा 


/ (2--/४) / ( >> है४ -- ४ -- 


कला ४ ६5 


| 
2 ० 
की प्राप्ति होगी । 

अब समाकलतन के क्रम बदलने तथ) (]-2) का उपयोग करने पर वांछित हल की प्राप्ति होगी । 


समाकलन के क्रम में परिवर्तत लाना वँध है क्‍योंकि दिये हुये प्रतिबन्ध के अच्तगंत द्विग्रुर 
समाकल पूर्णतया अभिसारी है । 


3. समाकल समीकरण (2-]), (2-2) तथा लंप्लास परिवते में सम्बन्ध 
यदि ४(0)5 |, *”/७) ०५ (3.0) 


ग पल 77577+ () न+ 0 +++ 7, 3 4 (47, ८|)॥; 
प्रौर 200 | 70-०-०) १५ [>। की 
(3-2) 


(02 एस० एस० समर 


)3८( 0)म्र: €ाधाए 2(-- ध्थ) 


तो ४) ४ | एक 


-723/:-7: रैढ [ हि] ( 2 न 
पा (४-2 [€ (0, 4), (०-४, »), [६ /9/ 4;)] 9-]3 
(+3. ६ | हा ५ # है; 2 मे | ( ) 





यदि “(/४):>0, न या जा 6 ४ (-०८)४/)>0 जिससे #5"-7, 2, ..., #/--%, १:७0, | 8 
आर पा ॥ ग/2, 0 ७--3/2) < 0 


जहाँ ५, / के द्वारा निम्तांकित समीकरण तथा (2-]) और (?-2) में दिये गये प्रतिबन्धों का बोध 
होता है : 


दा है प्शः हम रे 
बतत » क्षण ,* थरक आने 2 6 तथा ३(8--३-))+ >> ०- > 8 
(-7:-7. ५ / अं / ट का ध 


उपपत्ति : (3-]) में /(४) का मान (2-2) से रखने पर 


80 के हु. दे , १(0५/))। ] 
टेक | गीफणग-ब्* कॉमा ह # (०-०; हे), #(०), ०)॥ 








४७) | 


भ्रब॒ समाकलन का क्रम परिवर्तित कर दिया जाता है जो द ला वेली पूसिन के प्रमेय [(2) 9. 504] 
के फलस्वरूप वध है और (-5) की सहायता से « समाकल का मान ज्ञात करके (3:]) प्राप्त किया 
जाता है। 


4. विशिष्ट दशा तथा (3-) का सम्प्रयोग 
यदि /(४) >> ८८०४४ तो एडल्यी [3, 99. 746(7)] की सहायता से (3:) निम्न रूप 
घारण करेगा: 
र् (/) न 2 7/2 ८€4%(५०/) (4. ] ) 


(3-]2) में का मान रखने पर तथा ७ --०८- 8४०८६ 55 25०! , ?55४--१०५5-0 मानने पर समाकल 
का मान एडल्यी [4 90. 234(3)] का उपयोग करते हुये ज्ञात करने पर 
€ (0) +5 4 (४ +- 82778 ८४०/४ /2_, ५५ [१/(2०)] 
अब एडल्यी [2, 99. 26(0)] की सहायता से (3-9) में ४(४) का सान रख करके समाकल 
का मात ज्ञात करने पर (४) का वही मान प्राप्त होता है जो ऊपर प्राप्त हो चुका है । 


यदि. आओ, [5० / ह४ ह)] (4-2) 
वो 2 कक 8 6 लक (4-2) 





के 


लेप्लास परिवर्त तथा उ7-फलन 53 
तथा (:6) और (3-2) का उपयोग करने पर 


& (४) स्ू4 (9--०--४४) 


29876 (०; |) 8, 77--0- ३ *7)9,/+7(०५- श)+ | 
0५५42 7993 090७, (०एनीओऑ-ने, ईगे)3 4([0-74/-० ४०) ०+ा 23 0) 


अन्त में (3-:3) में &४(४) तथा ७(%) के मानों का उपयोग करने पर हमें समाकल 


0. 3 +-7 (0 ९४) (७ > 3 ) )८(२५-०)४ है ०--॥+23 (3+/907 
4 है | हे 97४ 0 86 2 था लीन सन | -हग्रर 
(०7० # * / (५, 9) 8 ढक ॥ 7 2, कलाम 


८ (0:43 3) 09 4(4-20 हि २7५) ५५ च््का पट 39) । 
/ 4 भ)| (०्+ड-) एग), 4(]-ब] --०, ४०)॥ +7 275 908 


4-३५ ५-2+श ६४ / (0) ]) (0 --४ /) वि & ॥! | 
ऋप | 2 ४7 47)  ॥६, 
५ (-:0)[)4 


की प्राप्ति होती है बशर्तें 


२००0, २(१ -- ५४१)/9,) > 0, ॥-5 से ०, 0220, |[/४ # ८] हे (०+- »)<० 


हल 


जहाँ. 05- 2 6-- » 0- 2 0 


हि 8 (४ +-व. 





| 7 
तथा 30 बे 28 04५ /+४).43/09-+-89/0]>0 
गला 
लिस का कस की ६ पल #- 2 | 0 


|<0 हि न्थ क पा दी 0] 


। 


8 
4>0, 2+$7>0, |अष्ट ट<4३ जहाँ 45 2 धि- 2 धरती टभ- 2.7 


हि 4 6.--4. 





और (3-]) में दिये गये प्रतिबन्ध मी सम्मिलित हैं । 


निर्देश 
]. ब्राक्समा, बी० एल० जे० । कम्पोस० सेथ ०, 954, 5, 239-4] 
2, एडल्यी, ए०। साशाक वफकाइटल्ावंध्गाओोी #प्ाटां0ा, भाग 77, 


मकग्राहिल, !853. 


एम० एस० समर 


वही । 
वही । 


फाक्स, सी० | 
जेटविम्प । 
गुप्ता, के० सी० । 


गुप्ता, के० सी० तथा जन, यू० सी० । 


गुप्ता, के० सी० तथा श्रीमती मित्तल, 
पी० के० । 


नायर, वी० सी० । 


नायर तथा समर । 


टिश्मार्श । 


पु'६0]65 णएाी क्राट/णों 7+#छाई07775. भाग -4, 
मेकग्राहिल, 954. 

पु'ए0]65 ०्ी साल्टाएबी. "छाडई07775, भाग 77, 
मेकग्राहिल, 934. 

ट्रांजेी० अमे० मंथ० सोसा०, 96!, 98, 395-429. 
प्रोसी ० एडिनबरा सेथ० सोसा०, 964, /4, 33-40. 


23774 85 दें 8 50266 $ट९मदृप6 व69#प5८- 
]25, 965 7'. 79, 77, 97-06. 


प्रोसी० नेश० एके० साइंस, इंडिया, (प्रकाशनाधीन ) 
जन ० अमन ० मंथ० सोसा०, (प्रकाशनाधीन ) 


डोी० फिल० थीसिस, «जस्थान विश्वविद्यालय, 970. 
मैथेमेंटिका फिजिका ते >रिका, टुकुमान, अजेन्टाइना, 
(स्वीकृत) 

[मफठवप्रटांग्म 40 प6 परफ्लठाए 0 #ठ्पफाल' 


[7/८९४०७/$, द्वितीय संस्करण, श्राक्सफोर्ड, 948.3 


४ ]7]37]3 ?375[30 /॥053॥06|॥ 370 7?3507[|८४ 
४०!. 6, ॥३०. 3, |७५।५, [973, ?०३४०६ |55-|58 


...._ नवीन समाकल परिवते 
ए० एन० गोयल तथा कु० इंदिरा अग्रवाल 
गरिगत विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 
[ प्राप्त--अप्रैल ।, 972 ] 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र में परिवर्त 5//; ४) द्वारा हैंकेल, माइजर, फूरियर ज्या-कोज्या, लैप्लास परिवर्तों 
का सार्वीकरण प्राप्त होता है भर अनेक अन्य अ्रष्टियाँ मिलती हैं । 


8.0567"3 ८९ 


6 7९७४ 47 ९छ7-थ४ ६05कि/ाछ,.. 29. 8. ऐ, (0 ब्एतद (553 [70॥75 ै(९४९०7"५४० ०, 
[00एथापला। 0 जिव्ातीदागब(05, एग्रॉएटआप 0६ [७]9500970, [थांएपए/- 


"0 (४830777 3(/#; #) १ीशढत फ ऐंड ए४96० 8९767६।265 निब्गा्ढा, टा]०, क0०परा67 
3706-209770, [080९० (78778407777$ 870 82५68 7४४९ 40 28 0800796० 0० 0767 च्टाप65,.. 7 48 
>ए००७५० (0 876 800व 7085 शा] ४प्रव606 6९८०५. 


. परिभाषा 


यदि ३(#४, ») प्राचल £ तथा चर * का फलन हो जो (४, 8) अन्तराल में पारिभाषित हो तो यह 
कहा जाता है कि 


४(/:/)- [, #(0 ») "0 - ० .. (-0) 


४) के एक समाकल को परिभाषित करता है जिसकी (०, /) अ्न्तराल में अ्रष्टि 5५, ४) होगी । 
£ का प्रांत तथा जिस श्रेणी के फलन से /(») का सम्बन्ध है इस प्रकार दिए हुये होते हैं कि (:0) 
विद्यमान होता है । 


यहाँ हम एक समाकल परिवतत &(/: £) को अन्तराल (0, ००, में अगे दिये हुये सम्बन्ध के द्वारा 


पारिभाषित करंगे : 
&? 4 


56 ए० एन० गोयल तथा कु० इंदिरा अग्रवाल 


पा डे 025 ह। ् पे [ 0 हे 2 १॥ . 
० | (४) : 2 | 76 ०५ 8, 3 7 « [6 / (४) | ( ] ) 
*0 ।) 0 
५ ( गा ९ नह 70 १68 है 
जहां ७४ [०५ 0, 9, 0 : यह) न्क [नह * ०५५ (556 | ०५ 0; %; 5) 


6 बहुविख्यात माइजर का 6-ऊलन है । उपयुक्त परिवर्त की अवस्थिति होती है यदि * का अनुरा पूर्णोंकि 
हो कि ]<#<€4 


2. विशिष्ट दशायें 
(0) जब 8--०७०३, 6--%55३, ४-2, 45--2% , # तो हमें सार्वीक्त हैँकेल परिवतते 

£ | । (20) 20 (20) /0) ४ (*2) 
प्राप्त होगा । यदि #--३ तो यह हैंकेल परिवर्त में परिणत हो जाता है। 
(7) जब 8- ०००३६, 0--%5०३४५ ४54, 4--2%6/(27)-9/ तो हमें सार्वीकृत माइजर-बेसेल फलन परिवर्त 

५ 4॥9 ८० मर ु 
(7) ५ । | (2) #, (४४) /(8) ८7४ (-3) 

प्राप्त होगा । यदि #--] तो यह माइजर परिवत में परिणत हो जाता है । 


५46 
(77) यदि 05-६८, 5508५ %ज+20-- ८, 9 ++0-- 3, भ्र्ज , 4र््ज) पा तो 
| 2७७ ७4७२) 3४७-॥(४4५/2)/0) # (7:4) 
4८--4& 


(7५) यदि ध८5+८, /554-+- ३3 है लेट 2९ 0 +-४2६--९, / न 25 4 -+ (अप) ४ (०) (08 (9-- ८) शा, | 


तो ४ ॥#275 [/, ५ ०(४/॥/५/2) 2, ५, (//५/2) नीड2४-० (१//५८/2) 206-० (///4/2)]/60) ८ (-5) 
(४) यदि ८&-+6४--३, 85-4, ३5२४, 6 +26--6, ४-, 4-- (4ल्‍)7/2 (५) अंध (४--6) 4, 
वो. |, “#+थूऋ७-॥(७४१/2) 2७-०(७4५/०)-7६७-७(७॥५/१) 3,७-०(७३/५/२)]/6) # (-6) 


4 
(पं) यदि ७5०3५८-३) 8576, %5०--०--३, 9--०-- ३, १४53, 4+(२) द (47) 77/4 ८03 (26श) 


तो. | ##ह0०0॥५/2॥9090%/2) +3-&04५2)/0) & (:7) 


नवीन समाकल परिवर्त 7. 
(५१) यदि ०८८८0, ,25-7०--$, % ८६ --५- ३, 05 / 553, ८च्र्युव्ाय 4. 


तो. |, ल०७॥४2)३४(७४४४२) ००७ ॥०-०४(/१९/2) आप बल] /0) ० (3:8) 


(प0) यदि वत्ू- $ हिक्‍4--), ३च्त-4-क 050, #+२3, 4+-शा/+, 


तो | 20५95 (/%१/2) [734(2//0८2) शत बत्न + 2७८ //१/2) ०08 न] (0) ८ (:9) 
6+2 
(75) यदि ह 4:--7/ 9 के! 29 "/स5ह ५ 0ल्‍--20-- ८ 25-5७, है. हल ( रा न (2५-//2, 


तो हा ॥2+5 | ५...) (2/5१/2) 206७-०9) (2//%/2) /(0४) ४ (2*0) 
प्रतिलोमन सत्र 


(/) के लिये सरज्ञ करते पर समाकल समीकरण (!:) का हल निम्नांकित प्रमेय की सहायता 
से सरलता से प्राप्त हो जाता है : 


) ३ ] ८+ प्0 ड 
प्रमेय माता ४(६) 8 ले ८ यु -3) धर (४ ]) 
(४-४५/४ 8 । 0; न 
कक 
जहाँ ((]-४) नह ४ * पक कि रा 077०, 0377,8, 9877१, 0४5८०. (22) 
4५% पर ( मर | 
है हो | 4 
तो 0) 547 | (७) 8 (/: ४) % (2.3) 


उपपतक्ति : (:]) से # (/:/) का मान रखने पर 





[ 4-9-0(/: #) | 4७7 (3 8 [० $ 9 9 : बहु.) 0) #| ० 


» 0 


जिसमें समाकलन के क्रम में परिवर्तत करने तथा सरल प्रतिस्थापन द्वारा 
55 00 ज। 0 
| (-76-४ &(/# : #) '४/ 5 [476875?] | 77 7(४) ६॥ | | । ५ व व 28 4 [4४/०, 3, १, ०] ८४ 


प्राप्त होता है । चंकि / तथा «४ समाकल एक दूसरे पर आश्रित नहीं हैं ग्रतः आ्ान्तरिक समाकल का 
मान निकालने पर 


[ #2/6) #« | 47#72(/:#)॥0(-) % 


58 ए० एन० गोयल तथा कु० इंदिरा अग्रवाल 


अब मेलिन के प्रतिलोमन सूत्र (]) को प्रयुक्त करने तथा समाकलन के क्रम को बदल देने पर हमें (2-3) 
की प्राप्ति होती है । 


द ८ १६५ 0 ॥ 
समाकलन के क्रम में परिवर्तत को वध बनाने के लिये हम पाते हैं कि ००, (४) चर घातांकी 
रूप से विलुप्त हो जाता है यदि #>2 तथा | ४८४ ४ |[< (४--2)# । इन्हीं तर्कों से /-समाकल पूर्णतः 
अभिसारी होता है यदि 





हे 3-5 
गय्मंण #6) <ए( नव) डा 


[<< [€ू॥) 
परिणामी समाकल अ्भिसारी होगा यदि #7.47 . ह (7: #/)८7.(0, ००). 


इस प्रकार द ला पूसिन प्रमेय/ के द्वारा यह परिवर्तन वध है । इस प्रतिलोमन सृत्र के श्रन्तगंत 
वे दशायें नहीं आती जिनमें #--2 तथा ४--], इस पर विचार करते हुये हम पाते हैं कि यदि ४-52 तो 
यह सार्वीक्ृत हैंकेल परिवर्त की दशा है जो ४-३ होते पर हैंकेल परिवर्त में परिणत हो जाती है 
और हमें यह पता है कि हँकेल परिवतं आत्मव्युत्कमहै | #- दशा के लिये हम प्रतिलोमतन सूत्र 
नहीं प्राप्त कर पाये फलत: समीकरण (-4), (:5) तथा (-6) मात्र औपचारिक हैं । 


निर्देश 
. टिव्माशे, ई० सी० । वृक€ढ07ए 00 #6एप56० ॥70८४87४), आक्सफोड, 
क्लेरेंडन, 937, 
2. ब्रामविच, टी० जे० आई० । खिय वशाएठवेप्रटा।070 [0 ४४6 एप्मटठःए ० एप 
5८7१6५$, द्वितीय संस्करण, लंदन, सेकसिलन 949. 
3. एडेल्यी, ए० । व्व068 ० पशादशाबोीं पफ&08४0075, भाग 77, 


मेकग्राहिल 954. 


४ [730]3 ?37]5736 /#&॥70७53॥7॥0|37 ?930८7|८७ 
४०. |6, ३०. 3, |७५७५, [973 7०४९६ 459-67 


ग्राहमन लवण के जलोय बिलयनों पर पराश्रव्य तरंगों का प्रभाव 
ए० सी० चटर्जो* तथा एच० एन० भार्गव 
रसायन विभाग, गोरखपुर विश्वविद्यालय 


[प्राप्त--अक्टूबर 0, 972] 


सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र में संश्लिष्ट उच्च अणुभार वाले पालीफास्फेटों पर निम्न तथा उच्च आवृत्ति वाले 
पराश्रव्य कम्पनों के प्रभावों का वर्णन किया गया है । 


:95(723 0९६ 


एछहटपए ० प्रॉफचड०ऊोट फथएर2छ5 त्त ब्पुणरटण०प््5 ड0ॉएड:एफड ता (-भरिछिगण 5 530. 
99 2. ९. एप्०76०)१, 72679व/फ्राल्या ० एशव्याशएजए, 7.पकंश0एणए एफएटशाए 2०5 प्रा. '. 
छ89००४०६००, 2[047600060700 07 (ाद्कांडएए, (५०7७४६7एपफ एफएटाआफ:. 


प्‌'॥८ 797०5ठयए डपतए #टॉद्वाटड ६0 +96 ढर्िब्टांड 6040४. ब्यूवे फु0 #टवुपटआटए पश8807४7० 
णए्/ब77078 00 8ण्ञा7606 शाहु-707९0ऐ%&7 ७८870 ए0०ए705897 46६५. 


रसायन विज्ञान में श्रव्य तथा पराश्चव्य दोनों प्रकार की तरंगों के अनेक सम्प्रयोग ज्ञात हैं। लग- 
भग चार दशक पूर्व तक ध्वनि तरंगों के रासायनिक तथा जैव प्रभावों पर जो भी कार्य सम्पन्न हुआ था 
उसका वशान बायल०) ने किया है। 930 ई० में फ़्यूण्डलिख/2-० ते पराश्रव्य तरंगों के द्वारा थिक्‍्सोद्रापीय 
जेलों के द्रवीकरण का उल्लेख किया है। वास्तव में यह तथाकथित तत्रुटिपूर्ण' अथवा 'संरचनात्मक' 
श्यानता में चरम परिवर्तत था । मार्क! ने उच्च बहुलक शोध के क्षेत्र में पराश्राव्यिकी के कुछ उपयोगों 
की विवेचना की है। उनके अनुसार जेलों की श्यानता में जो अस्थायी परिवर्तन देखें जाते हैं वे वान-डर- 
वाल बन्धों के अस्थायी रूप से खूल जाने के कारण होते हैं । किन्तु जब नाइट्रोसेलुलोस, पालीवीनिल 
ऐसीटेट तथा पालीस्टिरीन जैसे उच्च बहुलकों के विलयनों को उच्च आवृति वाली पराश्चव्य तरंगों से 
उपचारित किया जाता है तो रासायनिक बन्धों के निम्नीकरण के कारण स्थायी परिवततेन देखा जाता है । 
944 ई० में सालनर/” ने पराश्रव्य जनित्रों के विविध प्रकारों एवं मौत-रासायनिक अध्ययनों में उनके 
उपयोग का वर्णन किया है । 


* लखनऊ विश्वविद्यालय, लखनऊ 


60 ए०सी० चटर्जी तथा एच० एन० भागंव 


यह ज्ञात है कि पराश्रव्य तरंगों के द्वारा निम्नीकरण प्रभाव उत्पन्न होते हैं । सर्वप्रथम चेम्बर्स तथा 
गेंन्ज और साल्तर तथा बांडी/” द्वारा प्रस्तुत कोटरीकरणा' सिद्धांत के अनुसार अनेक निम्नीकारी, प्रक्रमों 
के लिये कोटरिकाओं का निर्माण तथा उनका तेजी से विनाश उत्तरदायी होते हैं । प्रारम्भ में प्रकृति में 
पाये जाने वाले उच्च बहुलकों पर शोध काये हुये, जैसे स्टार्च, गोंद तथा जिलेटिन्! 7०७ 7ए४ । किन्तु इन 
प्राकृतिक पदार्थों की समांगता संदिग्ध होने से संश्लिष्ट उच्च बहुलकों के साथ कार्य करते हुये श्रधिक सही 
सूचना प्राप्त करने के प्रयास किये गये। श्मिट तथा सहयोगियों 7-77 ने संश्लिष्ट उच्च बहुलकों के साथ 
लगभग 0 वर्षों तक कार्य किया । उन्होंने यह निष्कर्ष निकाला कि यह निम्नीकरण' एकलक अवस्था तक 
न पहुँच कर भ्रन्तवर्ती शंखला लम्बाई तक ही सीमित रहा जाता है । किन्तु निम्नीकरण की गति श्ंखला 
की लम्बाई, विलायक को प्रकृति, वहुललक विलयन की सान्द्रता, पराश्रव्य स्रोत की धारा क्षमता तथा 
किरणीमवन की अवधि पर निर्भर करती है । प्रूढ़ाम, !! ते पराश्चव्य तरंगों द्वारा पालीस्टिरीन तथा 
कार्बोक्सीमेथिल सेल्यूलोस के निम्नीकरण का अध्ययन किया है । उनके अनुसार विबहुलीकररा। में सबसे 
महत्वपूर्ण कार्य कोटरीकरण का है। विलायक तथा बहुलक अणुआ्रों के मध्य घ॒र्षण बलों का इसमें विशिष्ट 
योगदान नहीं रहता। प्रूढ्टाम तथा ग्रं बर?* ते यह ज्ञात किया कि विबहुलीकरण के लिये श्रावश्यक समय 
तथा ध्वनि की तीक्रता में व्युत्क्रम अनुपात पाया जाता है किन्तु विलयन सान्द्रता और समय में प्रत्यक्ष 
समानुपात देखा जाता है । फिर भी अन्तिम पदार्थ में बहुलीकरण की मात्रा इन कारकों से सर्वथा मुक्त 
रहती है । 


श्मिट तथा प्रूढाम के विचारों की पुष्टि जापान के2?:४ तथा अ्रमरीका केश कार्यकर्ताग्रों के 
कार्यों द्वारा हुई है। जेलिनेक तथा व्हाइट: ते निम्वीकरण के समय बहुलक के कणाकारों पर भी 
विचार किया और तिम्नीकरण की एक क्रियाविधि विकसित की है । 


मोस्तफा ने पराश्चव्य तरंगों द्वारा योगशील बहुलकों के निम्नीकरण का विस्तृत अध्ययन प्रस्तुत 
किया है| उनके फलों से यह स्पष्ट हो जाता है कि निम्नीकरण की अनुकूलतम तीब्रता सम्भव है श्रौर 
कोटरीकरण की अनुपस्थिति में भी पराश्रव्य तरंगों के द्वारा निम्नीकरण हो सकता है। 


हाल ही में चन्द्रा तथा रायचौवरी! और चन्द्रा, रायचौवरी तथा विश्वास ने &-ब्यूटिल 
रबर विलयन के निम्तीकरण की गतिकी का अ्रध्ययन किया है । पालिस्टिरीन “? तथा पालीसिलोक्सेन% 
विलयन के पराश्रव्य निम्नीकरण में जल पारगमित क्रोमैटीग्राफी का प्रयोग किया जा चुका है । 


जिन जैव यौगिकों का अध्ययन हो चुका है उनमें से डिआ्राक्सी रिबोन्यूक्लीइक अम्ल /0//.4 सम्बंधी 
लालेंड, ओवरंड तथा स्टेसी”* के प्रयोग उल्लेखनीय हैं। उन्होंने यह निष्कर्ष निकाला है कि पराश्रव्य 
तरंगों के फतस्वरू: 20४4 का विसंघट्टन होता है और कम जटिल पालीन्यूकलीयोटाइड बनते हैं । उनके 
प्रेक्षणों की पुष्ठि एवं विस्तार गोल्डस्टीन तथा स्टने/० द्वारा हुआ है । अ्रभी हाल ही में फ्राइफेल्डर तथा 
डेविसन और रायाबचेन्क्रो इत्यादि/] ते 70.04 के पराश्रव्य निम्नीकरण पर अध्ययन किये हैं । 


संघदित फास्फेट अद्वितीय उदाहरण प्रस्तुत करता है जो जैव तथा संश्लिष्ट दोनों ही प्रकार का. 
बहुलक है । जीवाणुश्रों के कोशिका रहित विरचनों में इसके संश्लेषण का प्रदर्शन/१) तथा ट्रांसफास्फोरिली- 


विलयनों पर पराश्रव्य तरंगों का प्रभाव 6] 


करणा श्रभिक्रियाओं में*श इसकी ऊर्जा के सदृपयोग होने के कारणा सृक्ष्मजीबों के ऊर्जा उपापचय में 
मेटाफास्फेटों को महत्ता पर दृष्टि गई है। प्रस्तुत अ्रध्ययन में संश्लिष्ट उच्च अणभार वाले पालीफास्फेटों 
पर उच्च तथा निम्न पराश्रव्य कम्पनों के प्रभावों का वर्गान किया गया है। 


प्रयोगात्मक 


इस अध्ययन में प्रयुक्त ग्राहम लवरा के नमुनों से सम्बन्धित जानकारी एक पूर्व सूचना में दी जा 
चुकी है” । इनको तेयार करने के लिये सोडियम डाइट्ाइड्रोजत फास्फेट को प्लैटिनम मृषा में लेकर 
700-900* से० ताप के बीच विभिन्न कालों तक गरम किया गया और द्वाव को निष्कलंक इस्पात की 
पट्टिकाशों पर बुझा लिया गया। फिर चूर्ण करके 2-4 घंटों के ही भीतर वांछित सान्द्रता के विलयन 
(0:25-:0% ) तैयार कर लिये गये । 


मुलर्ड 2 किलोवाट निम्न आवृति जनित्र, टाइप ॥४7696 की सहायता से 25 किलोसाइकिल प्रति 
सेकंड झावति वाली प्रराश्रव्य तरंगें उत्पन्न की गईं | विलयन को पतली दीवाल वाले निष्कलंक इस्पात के 
बने पात्र में मरा गया जो एक वैद्यू त चुम्बक से जुड़ा हुआ था । इस सम्पूर्ण निकाय को पिघलने वाले 
वर्फ के अ्वगाह में रखा गया । 


उच्च आवृति की पराश्रव्य तरंगें (0-25, 0:50 तथा 2-0 मेगासाइकिल/सेकंड आवृति की) 
मुलर्ड उच्च आवृति वाले पराश्रव्य जनित्र द्वारा उत्पन्न की गईं । ये तरंगे क्वाट्‌्ज क्रिस्टल से निकलकर 
जल में प्रविष्ट हुई श्लौर फिर पतली दीवाल वाले काँच के पलिघ में रखे हुये मेटाफास्फेट विलयन पर 
केन्द्रित की गईं । अवगाह का ताप 30" से० पर स्थिर रखा गया । 


श्यानता का मापन ओसवाल्ड श्यानतामापी द्वारा किया गया जिसमें शुद्ध जल का प्रवाह-समय 
लगभग 25 सेकंड था । घनत्व का मापन ओसवाल्ड-स्प्रेगेल पिकनोमीटर द्वारा किया गया । 


चालकता ज्ञात करने के लिये लीड्स-नार्थप कम्पनी द्वारा तैयार किये गये ढोलाकार सेतु (माडल 
[74565) का उपयोग किया गया । इसमें एक हेड फोन था भर एक स्व॒तोदोलित्र था जिसकी आवृति 
000 चक्र / सेकंड थी । विलयनों को जोन्स चालकता सेल में भरा गया । इस सेल का सेल-स्थिरांक 
-606 था । 


श्यानता तथा चालकता सम्बन्धी सभी मापन 35-..0:5? से० पर किये गये । 
विवेचना 
निम्न आ्रावृति वाली पराश्रव्य तरंगों के प्रभाव 


सारणी 7 में निम्न आवृत्ति (25 किलो चक्र / सेकंड) की पराश्रव्य तरंगों के किरणीभवन से 
विशिष्ट श्यानता (##/०) तथा झौसत अणमार (॥४०) और चालकता (४ में होने वाले परिवर्तन अंकित 
हैं। किरणीभवन के तुरन्त बाद ही नियन्त्रित तथा उपचारित विलयनों की श्यानतायें तथा चालकतायें 
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ज्ञोत कर ली गई । किन्ही-किन्हीं नमून्ों की श्यानतायें तथा चालकतायें कमरे के ताप पर 24 घंटे तक 
रखे रहने के बाद यह देखने के लिये ज्ञात की गईं कि प्रभाव स्थायी था अथवा नहीं। 2४०७ का 
परिगणन चटर्जी तथा भागव*£ द्वारा सुझाये गये निम्नांकित समीकरण की सहायता से किया गया : 


24०४5०33-] 00 (४5/9/८)  % 9, 0 + 950 


सारणी 4 से यह प्रकट हो जाता है कि जब ग्राहम लवण के विभिन्न नमूनों के 9% विलयनों को 
निम्न आवति वाली पराश्रव्य तरंगों से अनुप्रभावित किया जाता है तो श्यानता में 4--20% तक का 
ह्वास होता हैं । 2४० का प्रारम्भिक मान जितना ही उच्च होगा, उतना ही भ्रधिक श्यानता में हास 
होगा । जब अनुप्रमाव काल को बढ़ाकर 60 मिनट कर दिया गया तो श्यानता में आगे भी ह्वास हुआ 
यद्यपि यह पर्याप्त नहीं था । अधिक तनु विलयन (0-:25%) लेने पर श्यानता में और अधिक ह्ास हुआ । 
यह ह्ास 24 घंटे तक संग्रह करने पर भी चलता रहा । 


अनुप्रभावित विलयनों की चालकता में थोड़ी सी वृद्धि हुई जो 0-2 से 3% तक थी । सामान्यतया 
किरणीमवन के फलस्वरूप उच्चतर ॥४७ वाले नमूने से चालकता में अधिक वृद्धि हुईं। यह परिवर्तन 
स्थायी पाया गया और 24 घंटे तक' रखे रहने के बाद भी चालकताओं में परिवर्तन होता रहा । 


उच्च आवृति वाली पराश्रव्य तरंगों का प्रभाव 


विलयनों को विलीनीकरण के 5-6 घंटे वाद पराश्रव्य तरंगों से अनुश्रभावित किया गया । किरणी- 
मवन के तुरन्त ही बाद 35---0-5% से० पर अनुपचारित तथा उपचारित नमूनों की श्यानतायें तथा 
चालकतायें ज्ञात की गईं । सारणी 2-4 में संगत फल अंकित हैं । प्रत्येक सारणी में किरणीमवन के 
समय दोलन कंथोड धारा, एच० टी० बोल्ट, आर० एफ० प्राप्ति बोल्ट को जिन मानों पर रखा गया, वे 
अंकित हैं और क्रमशः ॥४,, ॥/, तथा /॥४, द्वारा व्यक्त हुये हैं। उच्च आवति वाली पराश्रव्य तरंगों के 
श्रनुप्रभाव से श्यानता में जो वृद्धि श्रातो है वह उच्च आवति पराश्रव्य तरंगों की अ्रपेक्षा कहीं कम होती 
है। चालकतायें भी भ्रपरिवर्तित रही आईं | 24 घंटे तक संग्रह करने के वाद जब श्यानता तथा चालकता 
के मान ज्ञात किये गये तो कोई अन्तर नहीं देखा गया । 


निम्न आवृति वाले पराश्व्य क्षेत्र में दीघ श्वृंखलपालीफास्फेट, ग्राहम लवरा, का प्रभाव कई भ्र्थों 
में भ्रन्य बहु विद्युत अपघट्यों की तरह का होता है । इसमें बहुलक का विखंडन होता है जिसका संकेत श्यानता 
में हास तथा अन्तिम समूह अणुभार में युगपत ह्ास से मिलता है (तिवारी) | चालकता में भी वृद्धि 
होती है | ये परिवतैन स्थायी होते हैं और 24 घंटे तक संग्रह करने के .बाद भी नहीं बदलते । यह आचरण 
कतिपय प्राकृतिक वहुविद्युत-अपघद्यों से भिन्न है क्योंकि ऐगार-ऐगार तथा कुछ गोंदे त्रुटिपूर्ण ( या 
से रचनात्मक) श्यानता प्रदर्शित करती हैं किन्तु इन श्ननुप्रमावित विलयनों को यदि संग्रह किया जाय तो 
श्यावता की आंशिक पूर्ति जाती है।7। पालीफास्फेट विलयन की श्यानता में कास का कारण 
४-0-2 सहसंयोजक बन्धों का विखंडन हो सकता है, मिसेल संरचना का विसंघट्टन नहीं । डेविज्ञ तथा 
मांक: ने यह स्थापना की है कि ग्राहम लवण के विलयनों में मिसेल-निर्माण नहीं होता । चटर्जी तथा 
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हा 8 8 है लक तो निकाह 
भागव: / ने भी ज्ञात किया है निम्न अणुभार वाले पालीफास्फेट नमुनों को चालकतायें उच्चतर अणुभार 
वालों से अधिक होती हैं । फलत: यह निष्कर्ष निकाला जा सकता है कि किरणीमवन के फलस्वरूप 
चालकता में वृद्धि का कारण निम्न अणुभार वाले यौगिकों का बनना है । 


ऐसा लगता है कि ॥/७ तथा निम्नीकरण की मात्रा में निश्चित सम्बन्ध होता है। इनमें से 
दूसरे में श्वृंखला की वद्धि होने पर क्रमोत्तर वृद्धि होती जाती है । यह प्रेक्षण' जेलिनेक तथा व्हाइट के 
फलों की पुष्टि करता है क्योंकि उन्होंने यह सूचित किया है कि पालीस्टिरीन के निम्नीकरण की दर 
श्ंखला की लम्बाई पर निर्भर होती है। ग्राहम लवण की सान्द्रता घटा देने पर निम्नीकरण में तेजी से 
होने व'ले परिवर्तन श्मिट तथा सहयोगियों ?*-ग द्वारा प्राप्त फलों के अनुकल हैं । 


अस्तुत अध्ययन में साथ-साथ आर्थोफास्फेट का विश्लेषण तिवारी<% द्वारा आइसोब्यूटैनाल 
निष्कषंण विधि» की सहायता से किया गया । इससे यह पता चला कि जब मूल नमूनों में पहले से 
आर्थोफास्फेट विद्यमान रहता है तो 30 या 60 मिनट तक अनप्रभावत से अथवा % के बजाय 0-25% 
विलयन प्रयुक्त करने से उसमें कोई परिवर्तन नहीं ग्राता । पूर्ववर्ती कार्यकर्ताओं /»*श ने भी देखा है कि 
बहुलकों के पराश्चव्यीय निम्नीकरण से एकलकों का निर्माण कभी भी नहीं होता । तिवारी/*० द्वारा किये 
गये अपोहन प्रयोगों के अनुसार नियन्त्रण प्रयोगों की तुलना में किरणीयित विलयन से प्राप्त अपोहनज 
कुल फास्फेट की मात्रा अधिक नहीं होती । इससे यह सूचित होता है कि बहुलक अणा के विखण्डन से 
निम्त अणुमार वाले भ्रपोहनीय खण्डों की प्रचुर मात्रा निर्मित नहीं होती । निम्नतर संघनित फास्फेटों--- 
पाइरोफास्फेट, ट्राइ तथा टेद्रा पालीफास्फेट तथा ट्राइ और टेट्रामेटाफास्फेट--के साथ किये गये तिवारी? 
के प्रयोग यही सूचित करते हैं कि पराश्रव्य तरंगों के द्वारा इन फास्फेटों में कोई निम्नीकरण नही 
होता । चूँकि किरणीभवन के फलस्वरूप अपोहनीय पदार्थ नहीं बनते अ्रत:ः यह निष्कर्ष निकाला जा 
सकता है कि उच्च-आरणविक फास्फेटों के विबहुलीकरण से उपर्युक्त संघनित फास्फेट नहीं बनते । 


च्च आ्रावृति वाली पराश्चव्य तरंगों के उपयोग से प्राप्त फलों की विवेचना कठिन है | श्यानता 
में कुछ कुछ ह्वास होता है जिससे विबहुलीकरणा का संकेत मिलता है । किन्तु चालकता में कोई परिवतंन 
नहीं होता । प्रूढ्म।४० ने सुझाव रखा है कि ऐसे प्रयोगों में जो परिस्थितियाँ रहती हैं वे कोटरीकरण 
के लिये अनुकूल नहों होतीं और उमकी अनुपस्थिति में निम्नीकरणा नहीं हो पाता | लेकिन जैसा कि 
मोस्तफा 4॥ ने सूचित किया है, कोटरीकरण की अनुपस्थिति में भी कुछ न कुछ निम्नीकरण सम्भव है 
ओर यही कारण है कि प्रस्तुत अध्ययन में ऐसा पाया गया है । चालकता/*भ द्वारा अणुमार में लघु 
परिवतंन होने पर कुछ पता नहीं चल पाता और यही कारण हो सकता है कि 2४०७ में थोड़ा ह्वास 
होने पर भी चालकता नहीं बदली । पराश्रव्य तरंगों द्वारा अधिशोषित आयनों का विखण्डन या मुक्त 
आयनों की निपीति भी सम्भव नहीं है । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक सेंट्रल ड्रग रिसचे इंस्टीच्यूट, लखनऊ के निदेशक के प्रति आभार प्रकट करते हैं. जिन्होंने 
निम्न आवृति पराश्रव्य जनित्र के साथ काम करने की अनुमति दी । 
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प्राप्त ५४७, 24० तथा # में होने वाले परिवतंन 








बिना किसी उपचार के अनुप्रभमावित ०९ ह्वास जि 
हट है च ४3050 / की कद 
75/% 22/७ ( 5८-४8 महो) १5% 4/७) ( ५८ ]08 महो) 250 २42७ 
4. किरणीमवन की अवधि 30 मिनट, सान्द्रता 0% 
0-3 4990 0-]]]. 45]5 . -8 -6 ; 
0208 7740 4292 0:499 7440 4:302 4-2 3-8 0-2 
0-222 8200 3:593 0-2[7 8030 3-59$ 2-95 2.] 0.0 
0*255 9290 0224 8260 2" 2 ]*] 
0-:378 3360 . 0:339 2070 ]0:3 9.7 ... 
0:407 4320 3-453 0-352 %500 3-506 3-5 [2-7 ]-5 
0:43] 8500 3-48 0:367 2990 3-469 [4-9 [4] ]-5 
0:487 6970 3-:382 0-42 4780 3.440 $3-5 ]2-9 ]-7 
0538 78330 3404 0:-4]7 44650 3:463 2]-0 20:-] [-7 
2. किरणीमवन को अवधि 60 मिनट, सानद्रता 7:0% 
0208 7735 4-292  0-96 7340. 4-375. 5-8 5-] 0-5 
0-4]5 74590 3-453 0-:348. ]2370 3ल्‍5]]। [6- 5.2 |-7 
0*4 78 46670 3-382 0:384 ]3560 3-453 9-7 [8.7 2.] 
0-330 48390 3404 . 0:392 [3820 3-:5]0 26:0 24-90 3-] 
८. किरणीभवन की अवधि 30 मिनट, सान्द्रता 0:25% 
0*] 78 ]4600 0:50 85-7 
09] 500 0*456 8*3 
0-26 46700 0-83 5-3 
सारणी 2 
प्राहम लवण विलयन पर 0.25 मेगा चक्र / से० आवृति वालो पराश्चव्य तरंगों का प्रभाव 
24, 7: 0:28 --0-34 ऐम्पियर, 0४, ८ 2,000--2,200 वोल्ट 
2४३7: 3:2--3*%6 किलोवोल्ट 
किरणीमवन की अबधि 30 मिनट 
देव विशिष्ट चालकता विशिष्ट श्यानता में 
30४ नल! अनुपचारित उपचारित -. ॒ठ+झढ _क्‍::ईैईैई अनुपचारित उपचारित झ्रनुपचारित उपचा अपना र्ल ह्लास 
महो »<0% द 
8000 :0 3:70 3-70 0-200 0-।96 ४200, 
44000 4-0 3-:652 35652 
8600 -0 3.-350 3-350 0-540 0:535. 0.93% 
20600 (0 * 3-382 3-382 0590 "भा पड”/ण/भिझम/+पक्‍ह-+++--_ 5 0590 058 ौ॥02% 


-02% 
पा टैप प्िजिज+---_-_+ 5 2282 20590 058 ै02% 
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सारणी 3 
ग्राहम लवण के विलयनों पर 0-5 ॥४6/5०८ आवृत वाली पराश्रव्य तरंगों का प्रभाव 
24, ::50*8 -- 0-22 ऐम्पियर, 0४, -:2,300--2,800 बोल्ट 
/४, 5532 --3-4 किलोवोल्ट 
विशिष्ट चालकता श्यानता 
गा 0/७ .. सान्द्रता कल हा के बे अनुप०. उप० पा 
25 3700 :00 30 3-430 3.430 0*37] 0-366 45000 6 
6]. ]5200 4-:00 30 35597 300 0422 0:48 ("9७०९ 
54. ]900 0:88 30 स् हा (0478 0-469 42880: 
55. 4000 4-00 60 ]]:84 . -84 0:880 0:866 -75% 
55. 4000 0:50 60 3-42] 3-428 0:249 0-24. -:20% 
सारणी 4 
ग्राहम लवण के विलयनों पर 22/८5/5०८८ आवृति वाली पराश्व्य तरंगों का प्रमाव 
4, -< 0:28--0:34 ऐम्पियर, 0४, -52,000--2,200 वोल्ट 
//, - ।:4--:6 किलोवोल्ट 
विशिष्ट चालकता विशिष्ट श्यानता 
हे 0४७... सान्द्रता हक ग्रनुपचारित उपचारित अनुप० उप० हम 
महो » 0१ 
5]. 33700 0:55 30 मिनट -868 -868 0-253 0-24] 4-7]%/ 
5]. ]83700 0-5 60 ,, ]-:868 ]-868 0-258 0-240 5-]4%, 
54. 9]00 05 30 ,, !१*80 ]:80 0-346 0*332 4"05% 
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४०]. [6, ४० 3, |०।५, ।973, 79265 ।69-|76 


हाइपरज्यासितोय श्रेणी के रूपान्तरण 
बी० एस० अग्रवाल 
गणित विभाग, गवर्नमेंट साइंस कालेज, ग्वालियर 


[प्राप्त--जनवरी <5, 973 ] 
सारांश 


अन्तरात्मक आपरेटरों की सहायता से हाइपरज्यामितीय श्रेणी के कुछ रूपान्तररणा प्राप्त किये 
गये हैं । सालशुत्ज के प्रमेय की एक रोचक दशा भी धन समाकल मानों के लिये निकाली गई है । 


39579 ८: 


पफग्ाडाएत-कानांठफड ० फकजएएर#श००णफारफॉंट. इध्छाट5., 29 58. ४. ह8ैश74५व4ं, 
दवा 67008 ॥2८०2/०000670, (५0ए2/07767॥४ 926४९९ (४00686, (7श०07. 


[96 एलडट्या 706 502९ ए'काईएणाबतठआ8ड ० एएए०8४००7०णांट इटेटड 728फए76 72667 
०97४६%४7८व छाप :96 लाए ० तार्रगिकल्म८ढल 0ऊल्तबांगड,. 7 वंधालाठ्ाएए 285८ 0 544 5९प्रंटॉड 
(760767 ई07 एछ०शएएट कंशाद्शादों ए०पट8 995 2९67 त&तंप८८व१. 


टासकैनों 2० ने अन्तरात्मक आ्रापरेटर / तथा # का उपयोग कतिपय समाकलों को निकालने 
के लिये किया है। लेखक ने”! तथा सिंह! ने इन आपरेटरों के विभिन्न संयोगों द्वारा कुछ और 
समाकल प्राप्त किये हैं। लेखक ने इनका उपयोग क्रियात्मक सूत्रों को प्राप्त करने के लिये भी किया 
है । इन आपरेटरों का प्रयोग कतिपय श्रेणियों? के संकलन के लिये भी समान रूप से उपयोगी है । 


प्रस्तुत प्रपत्र में इन्हीं आपरेटरों की सहायता से हाइपरज्यामितीय श्रेणी के कुछ रूपान्तररण 
प्राप्त किये गये हैं। सालशुत्ज के प्रमेथय की एक रोचक दशा भी निकाली गई है। 


4. हम अन्तरात्मक आपरेटरों की परिभाषा निम्नांकित प्रकार से देंगे :-- 
८ / (०) / (०+१) -/ (०) (4) 
27 (०) (०-१) (2) 
59 (०) ७५४०४ (०)) (3) 


70 बी० एम० अग्रवाल 
() और (2) से 
।+- /ध ६: /5 (4) 
और हम इस मान को & के सभी प्रकार के घन, ऋण, पूरक या मिन्नात्मक मानों के लिये प्रयोग 
में लावेंगे । 


साथ ही मिल्ने-थामसन 7 का 


|] 
८४१४८०६८-+ < (>) ८५777४७५..+ (४7०८ (०) 


भी उपलब्ध है । 
2, /&७४४/7४ पर विचार करने तथा (!) का उपयोग करने पर 
( ग्गः है ही श्री | ध ४ नजर कप ४ ४८/ 4८ 
8 की इक 


7 6 (6-74) ४ 


बा (6) 





इसी प्रकार /७०८०७7७/7४/५/ पर विचार करने तथा (5) और (4) का उपयोग करने पर 


६८476 77 बउदू 72, ८, 6 78 / पु 2. 
कक (727 आ। [४ 2 |>6पष्य४/7४ 
अल“ औ 4476 (6€--८)॥ का (7 8, 0, ८ । 
56 38० 2250 6 हम हा व (0.3) 


7४7४ (४--०),(/--) 
/90 0 ३ (४) १ (7) !१ 


। (आह ६, | | 
५ 28) --6--४--४, | 6-7९ 


८८८ (--7)” 
(68) 
प्राप्त होगा । इस विधि का और आगे सम्प्रयोग करने पर 
68, ८ कफ, [779०५ | 4, 0, ८ 
मी पा 9 | #' | 3 ५०) ४) | 7 8, 3 ४३ | 
ओह 0 & कक 


आम आम व 2 कर मल हे 
न्न्प ४००३3: (॥ “2-०४--४) ५३ ( ! “०-४ --५) ५) 3“ 2 8५ ! हम आशा मल ( < ) 


हाइपरज्यामितीय श्रेणी के रूपान्तरण [7] 
4 (-7४)& (4)4 ([--4--9--४---४) / (€ -- 2)57 
स्‍50 (गा थध्पैद-7)0([ 4-३४) (४24 4 


2 के 8, 4 -- ८--8--८--6--- का (78) 


[ --4--०-न-0-४, -0--६-5५ 





् ! ४२ 2 4 ' हिला. 36: कक 20 
प्राप्त होता है जहाँ. 4>(-7)77/ | ४ अपर | न 


उपयु क्त रूपान्तरणों की सहायता से इन फलों का सार्वीकरण' किया जा सकता है यदि संकलन 
को (2) के जेसा रहने दिया जाय और संगत परिवतंनों के साथ (4) के पिछले फल ३/९ को उसमें स्थान 
दे दिया जाय । इस प्रकार हमें निम्तांकित फल मिलेगा :-- 


36:65: 4 फ्, [7५ ८ 8, ८, थी _ध्र/ताध्ाव 
ञ 8 77 | 6 फ | 9 63 9 ४७ >> / 7 | | 
आओ का |75' [0४7४ 


ञ्र ( -77)54 (4) & 4[4-०--6--४ -/-- 7) ४(2-- ८) ॥ 


॥ 57 ([--४--५-४३७४१(। >/ 6-२) ५३ (2) + 








[4 


च्न्ट 


५5 


मा 
५ (4-7०--९--/- ४ --१) ५ (  +- 8 बह 2, 


प्र | 75» % 4--र्ध 
मर | ] --- ८-- 6 | (5) 


प्व 
घ्जि 


विशिष्ट दशायें 


() यदि --०48 -४-/--४5-0 तो हमें (68) से सालशुत्ज़ का विश्यात प्रमेय 


पा --72, 4, 0, सा (6--4) ४ (6--0) ४ 0 
के |, ।--4 -- 8 सो .. (४);४(४--६--४) ५ (2) 


प्राप्त होगा । 
(४) यदि 4-.-८-- 8 -०--०--/--४-४४5-८0० तो हमें (75) से [4, 9. 56] 


#.,. [79 ० 8, ८ (6--4) ४ (/-- ५), पा जा ६, ६-८, €--० 
पा कप 7 3 575 88 


प्राप्त होगा । 


(0) यदि ]-| ८--०-- ८+-४- ०--/--४-/#-१४+ 0 तो (7) से हमें 
526 द 
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ए. 7 % % ० ४] _ (४-7०#(/ ० (78074) (£+8 72774): 707 
पा ह ः ल्‍- छत, £(0-०+०-७)»( -/--०-३)+४)+१! 


लाई 8, /-- ६, ॥--८ ] 
कक किक ]-- 8 --€-- ?,/ () 


प्राप्त होगा । 


3, इत्र अनुभाग में हम व्युत्कम रूपान्तरण प्राप्त करेंगे । इन फलों की वैँधता सन्चहित अनन्त 
श्रेणी के अभिसरण पर निर्मर करती है । 





(5) से हमें 
24 ॥ 38 / “जद ४ कि ॥१(] _ 77१-४ __ 4 _ कु (7)+ __7४ धन? 
के 2 (6--८) ् 8 आर कह कु 2, बज कक / ! ला ४-४ --३ 
प्राप्त होगा अतः 
फ् [94] __ (8) % हि हे 
५ || छत, 70 (४--०)>>0 (2) 
इसी प्रकार (6) तथा (9) से 
थे 77, 6, 6 दि (४)४(०--५-- ४8 ),, 
3 28 | न | 6 ०»७-४), (3) 
तथा (8) और (]) से हमें 
(80)॥8 (4)॥0 (0) %(०)॥४2 9 --75, ८--77, €--०८, €--+० 
तन का हक अर जला हम पक | 
८८ (6-7) ,४(./ +77)% (£)/%% 2-27, 4 --८--५८--४१०, ] -+-4----॥ 
ही ५2: /,0 8 बनी 
ष् (6 -7०)%(/--०)» (4) 


की प्राप्ति होगी बशतें ।! न+4--9-०--०--_--२--१४+२० 


हमें निम्नांकित की भी प्राप्ति हो सकती है: 
(४7-72), ८, 0 (४--०), (४-- 8)& 9, 77% ८; 9 
| | बयान | ५] 


--4---0--6--४॥  (४)४(४--८७-- ४) [--4--9--४, ४-- 
(॥४ + 2) >> -- - (3) 
तथा 
का, का 4, 0 । __ (6--4),, (6-- 9), हि | 6, 8 ] ु, 
3 +-+-4--9-०४-१४ (४)#(7 )॥ ४-77 --4--70०--०) 


हाइपरज्यामितीय श्रेणी के रूपान्तरण 73 
यदि (%--४>>0 (।6) 


4. अब हम कुछ प्रमेयों का वर्णन करेंगे और कतिपय श्रन्य रूपान्तरणा प्राप्त करेंगे। इनकी 
उपपत्तियाँ सरल हैं भरत: उन्हें नहीं दिया जा रहा । 


प्रमेथ . 


माना (-8)0/(० 2 (7) (-7/०) 


४ के समस्त मानों के लिये सत्य है तो 


(27205 (|  > 


न ०) 


(४)/ 
29)/?! रण | 
यदि दोनों पक्ष अभिसारी हों । 


उद 


माना कि _ (०) ८ 





८५ से ८4५ ०22५ ** 3 ९? का बोध होता है, तो 





् ह हक ५ (.2--%)+ (6/+)# (-- 2!) ॥ए | 22) 


2) % ())/ 8)» 7: ४ नौ? 


विशेषतया यदि #--] तो हमें 


फ ४, ८7, 49) _ 7 ४4५ ट[-74, -- 4, का 9-४, 4., 4५ 
97.8 हा न अल 
25 [-42, शु-“- था कि ] ]752 


प्राप्त होगा | यदि ४----४--!, 2, ०८०, ८६5०१ तथा ०5-5४ तो उपर्युक्त परिणाम स्लेटर द्वारा 
दिये गये फल [9, 8] 


प्र -+-#-7, 6, बी ि 7 धि 6 --6--0 प हा 8, [--॥ ] 
352 कह € 7 [€--6, ५-8 | की लहर, 


में परिणशत हो जाता है । 
प्रमेष 2. 
यदि (-)ह (०) है (-2)7/ (०), £ के समस्त मानों के लिये . 


तो 2 लाय्शा ”्पा ह।। गे 2 (शट स्न्ट्र ह 2) 2 (-- कम कक कर (को 


]74 बी० एम० अग्रवाल 


उदाहरण 2. माना कि 
/ (०) 4७2 % 


तो इस दशा में हमें 
फकि की _ हट 7कीर फ [7 /47/77 कर्ग? 8 
| ८५ | न्‍ (<)/(%): ? ! कं 8 4 | 


प्राप्त होगा । अब यदि #-] तो 2--४-.95-.४ के धन या ऋण संख्या होने के अनुसार (5) या (2) 
का उपयोग करने पर 


7! ही 4८। __ (6--4) ४ पे पर ८-४५ “| 
हा | (४) ॥ 2, ८--.४ 


आगे, यदि #--2 तो ८--४--95--०४ के घन या ऋरा संख्या होने के अनुसार (9) या (2) का 
उपयोग करते हुए 


(८500 (८70) ए' (कक ८--१, ८, 0 ] 


पर त 6, 8 
के 2, ८ -- ४, --४-- ८-- 8 


0 रा हर (6) ,/(४--८-०)४ + 
यदि हम ४--०--४--; 9-२--४४--; ४७०० रखें तथा ८००--१--४ तो हमें स्टेलर का निम्तांकित फल 
[9, ए. 8]] प्राप्त होगा : 


7! ाय 2 ] पा कु 89, ०--॥४--! 
349 


72, ८-- 9--१/ ०, ८--08 -+- ॥॥ | राग 


' 4--7, 0--7 # [7 8, ०--72-- 
3798 


४, ८--09--7: ०, 4-8 --/४ | 0 





प्रमेघ 3. 


माना कि £---- / 


तो ४ डक णेच्ट कित (0 250 #ब्नक एन) 


/50 


उदाहरण 3. 


माना कि /(४) 424५-7२ ८९+७ - हैं! 
और 4 (०, ॥75-4 ०७// 8:४९. 


हाइपरज्यामितीय श्रेणी के रूपान्तरण ]75 
तो हमें निम्न फल [6] मिलेगा 


ए 2 ८८; | (4७)# »_ १# 7 (४ थे ” का । 288 “] 
6५५ (५ ? (0 )+ | 047? % * 


प्रमेय *. 


माना कि /७ --/2--] 








बे कि 24०० 2 प्र का नर हक 
उदाहरण 4. 
माना कि / (४) < पद थट 
तथा 4 (०, !) चत/ ८. ४ 
तो हमें 
न्‍ 46, ८-4; -<£ (८/)/ (८) ् 4न?) “८ 
५ [8४ ८ | हा (94)#(०)/* ! 0. | 


प्राप्त होगा । विशेषतया 


#, [कक 7४) _,-०# [£ 4 
के तु | | स्स्ट्टाड 7 |; | 
यदि />+45--0 भर यदि 4550, ४-5] तो [4, 9. !0] 


5 [076 72 --तकबव्ज [7 का 


की प्राप्ति होगी । 
उदाहरण 5. 
माना कि 7० कप गे 


7[% 6 
8 करत कक 


# [%3 ९7% 6-- 8; ४, (०५) +(५)/»(9)+ <' # [4778 6--4-- 8; “| 
तो £ (४ 6 # (04)7+(०)+ ? : बी 


76 बी० एम० अग्रवाल, 


विशेषतया यदि #+-०१5८-० तो हमें [4, 9 2] 


पा | 6-% “| +>(|--«) -(८-८-४) #' 6; | 


/ € 


प्राप्त होगा । 
निर्देश 
!. अग्रवाल, बी० एम० । प्रोसी० कैम्त्रिज फिला० सोसा०, 968, 64, 99-]304 
2 वही। विज्ञान परिषद्‌ श्रनु० पत्रिका, 967, 40, 43-30. 
3. वही। ,8 7२7८८/८७ 968, प्रृष्ठ 20-24. 
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5, जेन, एन० सी० । 7२८०. रिठफ्शक्ांएलट ४६४. ?िफ763, &]णू2. 4970: 
5, 545-48 - 
6.  मनोचा, एच० एल०। [.8 70०7८७, प्रष्ठ 28-30. 
7, मिल्ने-थामसन, एल० एम० । गुफर एब्वाव्णांएक ही कमा 6 7४८८४ 933. 
8. पिह, एफ० । प्रोसी० केसब्रज' फिला० सोसा०, 969, 65, 725-30. 
9, सस्‍्लेटर, एल० जे० । (6ल्ाव-बा5८0.. छएए०8४००्राढ८7८ फफ्ाटपंगार, 
]966. 


0. टोस्केवो, एल० । बुले० यूनि० मेथ ० इठलो, 949, 398-409. 


४[]37]3 ?375॥30 /705370]॥37 ?४८7१|८७ 
४०. 6, ३०. 3, |0॥५, ।973, ?88०६5 ।77-8।| 


आवेश-स्थानान्तरण बंडों की तीक्नतायें तथा 
ग्रावेश स्थानान्तरण में दाता बन्ध तरंग फलन का योगदान 


जगदीश प्रसाद शर्मा 
रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय 


[प्राप्त--जुलाई , 972] 


सारांश 


कुछ «>ट्राइनाइट्रोबेंजीन से युक्त वलय-प्रतिस्थापित तथा ४-प्रतिस्थापित ऐनिलीनों के संकरों के 
आवेश-स्थानान्तरण (८-7) बेंडों की तीब्रताशों का सम्बन्ध उनके साम्य-स्थिरांकों से स्थापित किया गया 
है । संकरों की मूल अवस्था में दाता बन्ध तरंग फलन के योगदान का भी परिगरणन किया गया है और 
यह निष्कर्ष निकाला गया है कि मूल ग्रवस्था पर संकरों में अधिकांशतया बन्धहीन संरचना होती है । 


4+9756793 0 


वंड्रर 4ं7(९छ््ाधंटड ० ए९ टॉबालएु2-एएबप5टि जि्ातें 5 बातें ९ ०07(न्ंएपटांट्श ० 
6 तेव(एंएरट एग्मते छन्नए९& पिरटातंंठ्म बस एंड टानएए2०-६४ा57९७ 20799०52९७., 29 ]. ?. 
5097773, ॥22८028:०४:7९४४ ० (रद्यांड7"'9, एंचऑाएट'आए छा 3]802020, 3]]2747०90 . 


उशालाड768 णी 6 ढा8729९-7०४४४६७० >ब्यूतं5 6 6 ८07फॉडट8 0ि इ078 7778-8प7०- 
5पॉपाॉ<दे बाते -5प5प्रापांट्व बगल छा उ-एपरशा।7#00602676 74५7९ 2660 20762 ८व राय 
(27 €व॒ष्पापाएलप्रय 2०शाइबग्राप8,... गग्मोढ 207 70एा0फ 06 वेधाएड 92074 ए३ए९ पारा ६0 
(76 87०0प्रगत 8६06 6896 ०07770]6:268 ४७5 &50 एछ€छा टब्य[ट्णेद्वदत ब्यूत व 45 ००ाटीप्रवेटत ६0४४ 
$.06 ०070]065८58 [0055255 ]&786ए 6 ह0-907व4 इएप्रटाप-ः 77 ४6 870ए०वं ४६८. 


पूर्व सूचना में हम! दाता के रूप में सात ऐरोमेटीय ऐमीनों तथा ग्राही के रूप में &-ट्राइनाइट्रो- 
बेंजीन के बीच होने वाली #-श्र आवेश स्थानानन्‍्तरणं अ्भिक्रियाओं का उल्लेख कर चुके हैं। उसमें 
ऐमीनों को दाता शक्तियों का तथा कुछ अन्य ऐरोमेटीय नाइट्रोय्यौगिकों की इस्ेक्ट्रान युयुक्षाओं का 
तकयुक्त परीक्षण किया गया और निकायों के विभिन्न ऊष्मागतिकीय तथा स्पेक्ट्रमीय स्थिरांकों की सूचना 
दी गई । प्रस्तुत सूचना में आवेश-स्थानान्तरण बन्ध की तीब्रताओं को प्रभावित करने वाले कारकों को 
विवेचना की गई है और संकरों की मूल अवस्था पर दाता बन्ध तरंग फलन योगदान का पारिगणन 
किया गया है । 


]78 जगदीश प्रसाद शर्मा 
प्रयोगात्मक 


अभिकर्मक : समस्त ऐरोमेटीय ऐमीन वेश्लेषिक कोटि के थे । इनके परिष्करण एवं परिरक्षण की 
विधियाँ पहले ही सूचित की जा चुकी हैं ।? प्रयुक्त &-ट्राइनाइट्रोबेंजीन “कार्बनिक विश्लेषण के लिये 
कार्बनिक अभिकर्मक! कोटि का था (हापकिन्स तथा विलियम्स लिमिटेड, लन्‍्दन) और उपयोग में लाने 
के पूर्व निर्वात में सुखा लिया गया था । विलायक के रूप में प्रयुक्त साइक्लोहेक्सेन भी वेश्लेषिक कोटि 
का था। 


उपकरण तथा विधि : समस्त स्पेक्ट्रमीय मापन बेकमैत माडेल डी-यू स्पेक्ट्रोमीटर में सिलिका 
सेलों का उपयोग करते हुये ( सेमी लम्बा पथ) किये गये। साम्य स्थिरांकों (&) तथा मोलर 
विलोपन गुणांकों (&,.) के परिगणन पूर्ववर्णित बेनेसी-हिल्डेब्रांड समीकरण “? की संशोधित स्कॉट 
विधि ? द्वारा किये गये । प्रस्तुत परिगणनों के लिये पूर्ववणित --47ए तथा #० के मानों को, जो 
क्रमशः किलोकलोरी तथा सेमी० में व्यक्त किये गये थे, इलेक्ट्रान वोल्ट इकाइयों में परिणत किया 
गया। प्राप्त परिणाम सारणी : में दिये गये हैं । 


सारणी 7 


साइक्लोहेक्सेन में ऐरोमेंटिक ऐमीन तथा «-द्राइनाइट्रोबेंजीन संकरों में दाता बन्ध तरंग 
फलन का योगदान 





/ ८ नमन«नमक»५-,+क-+न»क नमन ०५.५५ 

















दाता “47, ८. ०- 7, ८. ०. 82/६* 
ऐनिलीन 0-07877 3-]78 0:02478 
०-टॉल्विडीन 0-08288 3-058 0:027]5 
४-टॉल्विडीन 0*08] 54 3:06! 0*-02665 
/-टॉल्विडीन 0-09595 3-00] 0-03]77 
/-मेथिल ऐनिलीन 0:]0880 2-849 0:0389 
“डाइमेथिल ऐनिलीन 0-]3090 2-667 0:0490 
“-डाइएथिल ऐनिलीन 0-]046 2-500 0:04 85 

विवेचता 


८-7 बेडों की तीब्रतायें-संकरों की श्रेणी में ८-7 बैंड तीब्रताओं की प्रवत्ति काफी 
परिवर्तंनशील होती है भ्रर्थात्‌ बेंजीव कई ग्राहियों के साथ ८-7 बेड प्रदान करता है जिनकी तीब्रतायें 
अधिकतम भ्रह्शोषण के तर दैध्यों के समानुपाती होती हैं । लेकिन सामान्यतया ८-7 बैंडों की 
तीब्रतायें या तो अधिकतम अवशोषण के तरंग दैध्यं या संकरों के साम्य स्थिरांक की व्युत्क्रम 


आवेश-स्थानान्तरणा बैंडों की तीव्रतायें ]79 


समानुपाती होती हैं? । सिद्धान्त रूप में ऐसी आशा नहीं की जाती क्‍योंकि मध्यम तीज्ता वाले संकरों के 
८-2 बेडों को तीब्रताओं को अदाता-बन्धित तथा दाता अवस्थाओं के बीच के मिश्रण के अनुपाती 
होता चाहिए गअ्र्थात्‌ यदि संकरों के & मान बढ़ें तो तीब्रता भी बढ़नी चाहिए। इस तथ्य को 
ध्यान में रखते हुए संकरों के & मानों को ८-7 बेडों की तीब्रताञ्नों से सहसम्बन्धित करने का प्रयास 
किया गया है । चित्र ! में साइक्लोहेक्सेन में संकरों के लघु #& मानों को »&,., के प्रति श्रालेखित 
किया गया है। इससे उपर्यक्त आशा की पूर्ति हो जाती हैः यदि दाताओं की संरचनात्मक 
विशिष्टतायें एक-जेसी हों । यह निष्कर्ष इस तथ्य पर आधारित है कि -मेथिल ऐनिलीन, 
४४-डाइमेथिल ऐनिलीन तथा /४/४-डाइएथिल ऐनिलीन (सभी ४प्रतिस्थापित) के बिन्दु एक ही 
सरल रेखा पर बनते हैं जबकि आइसोमरीय टॉल्विडीनों के संगत बिन्दु इसरी रेखा पर बनते हैं । 
ऐनिलीन का बिन्दु इन दोनों रेखाग्नों से स्वथा बाहर आता है। ऐसे अन्तर प्रायः ही सूचित होते रहे हैं। 
मुलिकेन तथा ओर्गेल" ने ऐसे अपवादों के लिए स्पर्श ८-7 अवशोषण की कल्पना की है। जब दाता 
तथा ग्राही दोनों ही उदासोन ऐरोमेटीय अणु होते हैं तो स्पर्श आवेश-स्थानान्तरण अवशोषण विरले 
ही होता है, यह मानते हुये मुरेल” का सुझाव अत्यन्त युक्तियुक्त प्रतीत होता है । 
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लघु # (20?) तथा #॥७५ के मध्य सम्बन्ध 
कर 7 


]80 जगदीश प्रसाद शमा 


विभिन्न संकरों के & मान (20?) ली० मोल”? इस प्रकार थे: 

]. ऐनिलीन 2-97, 2. ०टॉल्विडीन 3-4], 3% टॉल्विडीन 3:36,4, # टॉल्विडीन 4:44, 
5. #-मेथिलऐनिलीन 7:84, 6. डाइमेंथिल ऐनिलीन 9:85 तथा 7. ४४डाइएथिल ऐनिलीन 7:00. 

८.7 संक्रमण का व्यक्तिगत अवयव अपुमप्रों के संक्रमण से मिश्रण होता है ओर इस प्रकार 
अवशोषण की अतिरिक्त तीब्रता की व्याया हो जाती है । इससे ऐनिलीन संकरों के उच्च ८-7 
अधिकतम मान की व्याख्या हो जाती है । 


दाता बन्ध तरंग फलन का योगदान ) 


अदाता-बन्ध तथा दाता-बन्ध अवस्थाओं के संस्पंदन से आवेश-स्थानान्तररणा संकर की मूल ग्रवस्था 
स्थापित हो जाती है 4” जिसे 
774९ (2.4) + 04 (2274: ) 
जहाँ ०9 ०? 
द्वारा ब्यक्त किया जाता है । 
संगत उत्तेजित अवस्था निम्न प्रकार होगी: 
छत्त८ॉ ५ (2747)-०7४ (४24) 
जहाँ ८*9>०* तथा द४८*, 8०७८ 


दाता बन्ध तरंग फलन का योगदान 6%|८१ अनुपात द्वारा सूचित होता है जिसका निर्घारण 
सन्निकटत: 
82६१९ सास न (९4३//४४ 


द्वारा किया जा सकता है जहाँ --.0/प संकर निर्माण की पूर्ण ऊष्मा है और #£० आझावेश-स्थानान्तरण 
बेड की ऊर्जा का सूचक है । 


इस सम्बन्ध का उपयोग इससे भी पूर्व किया जा चुका है!। सारणी | में 6%०» के परि- 
गणित मान दिये हुये हैं। इससे यह स्पष्ट है कि भ्रणओं की दाता शक्ति बढ़ाने के साथ (संकर निर्माण 
के लिये इसे साम्य स्थिरांक < द्वारा व्यंजित किया गया है, देखें चित्र )) इसका अपवाद »#/--.४-डाइ- 
एथिल ऐनिलीन संकर है । इसमें “मेथिल ऐनिलीन की तुलना में दाता बन्ध का अधिक योगदान इसकी 
निम्ततर ८-7 बंड ऊर्जा का होना है। यह ऊर्जा दाता के वियोजन विभव पर निर्भर करती है? जबकि 
-/38 तथा # मान स्टेरिक कारकों द्वारा प्रभावित होते हैं। /४४-डाइएथिल ऐलीन में वृहृत डाइएथिल 
समूह के होने से ग्राही अण पास आने में अवरोध होता है!" जिसके कारण सेंकर के -- ७77 तथा # 
मान घट जाते हैं (४/४-डाइएथिल ऐनिलीन तथा औ४-मेथिल ऐनिलीन संकरों के & मान क्रमशः 7:00 
तथा 784 हैं)। फिर भी 5१/८१ के लघु मान यह प्रदर्शित करते हैं कि मुल अ्रवस्था में संकरों में कोई 


बन्ध नहीं होता (6१/८८--० का श्रर्थ 700% बन्धहीनता तथा ४2/०९--] का श्रर्थं होता है दाता बन्ध 
सहित संरचना) । 
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बेनेसी, एच० ए० तथा हिलेब्रांड, जे० एच०। जने० श्रमे० केमि० सोसा०, 949, 7, 2703- 


४।|7373 797 530 /05370॥3॥ ?35॥'|८४ 
४०]. ।6, २०. 3, ]|४५ ।973, 798९५ 83-583 


हिप्प्रिक अम्ल के सुक्ष्म निश्चयन के लिये ग्लाइझ्ाक्सलीन का 
अनुमापक के रूप में प्रयोग 


अरुण कमार सक्सेना 
रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय 


[ प्राप्त---श्रगस्त 0, 972 | 


सारांश 


हिप्यूरिक अम्ल की सूक्ष्म मात्राओं का निश्चयन ग्लाइआक्सेलीन नामक एक नवीन अनुमापक का 
व्यवहार करते हुये बोमोक्रेसाल परपुल को सूचक के रूप में प्रयुक्त करते हुये किया गया । यह निश्चयन 
हिप्यूरिक अम्ल में 0:77--0-090 मिग्रा० के परिसर में किया गया। इसमें अधिकतम त्रुटि -:0-008 
भिग्रा० की थी । 


4स्‍.095(772 ८६ 


एा5० णी॑ एहुीएम्डगॉँपर बड 3 गए एपॉफियाई ई07 पार मरजजटए०रतें ८०फफ्राप्रगए०ा ० 
प्राफ्ण्लंल बलंत, 29 ४. *. 645९७०७, (ल्यांड-ए 06ए9ब/एफवट्यां, एफ्रएलशंए ० 0 ][%774 290 . 


छाएएप्पंट बलांत 98 ०९7 तललाफांएट्व फ्र रमक्त-वृण्थापएंठ छा 8 गरट्श पएथएँ, 
९ए०:5०/776 ४000070, प&78 970770क680 छपाए6 48 ब7 गरतीट्थवा00- ि80772(075 8४९ >667 
टब्ायाटवे 070 79 (6 7०785 ० 0:77--0:090 778. ७ पकटएपा 6707 67 >-0*008 साइड. 


पूव॑वर्ती सूचनाओं? में फ्यूमैरिक अम्ल के सूक्ष्म निश्चयन के लिये ग्लाइआक्सैलीन नामक नवीन 
अनुमापक का उपयोग किया गया था। भ्रस्तृत शोधपत्र में हिप्यरिक अ्रम्ल के निश्चयन की ऐसी ही विधि 


का प्रयोग हुआ है । 
प्रयोगात्मक 


प्रयक्त अभिकर्मक : हिप्यूरिक अम्ल, ग्लाइआक्सैलीन तथा ब्रोमोक्रेसाल परपुल। ये सभी बी० 
डी० एच० कोटि के थे । 


84 अरुण कुमार सक्सेना 


हिप्यूरिक अम्ल का संग्रह विलयन जल में बनाकर मानक विधि द्वारा मानकित” किया गया। 
विलयनों को वांछित सान्द्रता तक तनु कर लिया गया। अ्रब इस असल में से ज्ञात आयतन लेकर उसमें 
गआसुत जल डालकर आयतन को 20 मिलो० के लगभग बना लिया गया। इसमें ब्रोमोक़रे साल परपुल सूचक 
(0:0%) की एक या दो बदें डाली गईं । विलयन पीले रंग का था। इसे मानक ग्लाइश्राक्सेलीन 
विलयन से तब तक अनुमापित किया गया जब तक पीला रंग पूर्णतया दूर होकर हल्का नीललोहित 
रंग न आ जाय । यह अन्तिम बिन्दु का सूचक है । 


सारणी 7 


हिप्यूरिक अम्ल का सूक्षम निश्चयन 








विलयन का आयतन, मिली० हिप्यूरिक अम्ल की मात्रा (मि० ग्रा०) 














28४ हिप्यूरिक अम्ल प्रयुक्त ग्लाइआक्सलीन प्राप्त. सद्धान्तिक मान त्र्टि 
(88 4.0) 4-00 0-:77 0:77 0:-000 
4-04: 0-:724 0:000 
48 200 ]-98 0-366 0-358 0*008 
2:00 0-358 0000 
हम 4-00 -00 0*]70 0:4709 0-000 
0-98 0*:486 0-007 
4 0-50 0-50 0:090 0:09 0-000 
0-50 0090 0:-000 





तथा एक ही प्रकार के परिणाम प्राप्त हुये । 


कृतज्ञतश्ज्ञापन 


लेखक डा० मनहरण नाथ श्रीवास्तव का आभारी है जिन्होंने उचित मार्ग दर्शन किया । 


इस अम्ल का निश्चयन 0:77--0:090 सिग्रा० के परास में किया गया । इनसे श्रत्यन्त सही 
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निर्देश 
. सक्‍सेना, ए० के० । केमी अनालातीक (प्रकाशनाधीन) 
2, (7) जोदीदी, एस० एल० । जमे ० शअ्रमं० केसि० सोसा०, 926, 48, 75. 


(7) दास, एम० एन० तथा पलित, एस० 
52 जन ० इण्डियन केसि० सोसा०, 954, 3, 34. 


(४४) सक्‍सेता, ए० के० । केसी अनालातीक (प्रकाशनाधीन) 


. “फ्रवतुवाक्वा 3 फिंब+डवी2व औवीएडशी्तीकीीववत रिवइका हि | 
४०[. 46, ०0. 3, ]५७५, ॥973, 79865 [87594 .. :. 


*-मरकैप्टो प्रोपियानिक अम्ल का पोलेरोग्राफीय अध्ययंन 


संतोश कुमार श्रीवास्तव तंथा सत्य प्रकाश 
रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय 


 [ आंप्त-तवस्बर 25, 972 ] 
सारांश 


.. “मरकैष्टो प्रोपियानिक अम्ल का 'पॉलैरोग्राफीय अध्ययन अमोनिया. प्रतिरोधक (पी-एच 9-), 
' ऐसीटेंट प्रतिरोबक (पी-एच॑ 8-3), ब्रिटन रांबिन्सन प्रतिरोधक (पी-एच 2 _4) और सोडियम हैँ।इईंड्रा- 
क्साइड विलयन (पी-एच 3-7) में किया गया। प्रत्येक माध्यम में एक सुस्पष्ट: धनांग्रीय' तरंगः प्राप्त 
हुई | गणना द्वारा सल्फिड्रिल समूह का वियोजन स्विरांक 0:4 प्राप्त हुआ ।. पी-एच 455 और 9- 
के बीच जिसरण घारा स्थिरांक का मात लगभग स्थिर (- 74--0-2/.4) होने के कारण इस पी-एच 
परिसर में «-मरकैप्टो प्रोपियानिक' अम्ल का अ्रनुमापन किया जा सकता है। 


- अफडफाबंट...... '€ 


एग2-#०४7०एफंट 5पफ्वँए ० ब्न्का०एटथ०0०-एकगुल़ेगिमॉट बलेत,.. 89. 5. ७. डिएए288ए3 
.. ब्गावे 52.7०. ९799१, (फाल्यांशएए 7269207670, लानत, एकरलाआओफ, 

. क-रै424 हाएठ5 4 शंगड्ी6 ७८ देलीमल्त बगठवींट ण्रद्चएठ 49 दागातठांब >णर्कक (व 9.), 
- ब८टक९ उपर: (#प 48), छ०7 रिकंजपतक छपॉीक काप्:2- की ब्योबे $0पीपआ मऋरक-ठजांव८ 
: इठ[घपं०ा (/:4 3 7] , . 6 ता88०02८ा707 ८6ंग्रशंद्ाा (४6 ) ० [06 इंणोएंजव7०एछॉ: 8ए०एछफ 85 - 667 
>०» तुलाराफां7र०व $6 0200: 57० एणेब्०ट7कुएपं० ाफ्रकापंठ्फ र्ण वाप्रढाटब900. 970ए0ए० दांत 
प्रथ्ठ 962775088९8८वं 96:७४९८० ये एथॉपठटड 433 ६0 9-], एशीला6 /-+7 74--0-2 0.4. ः | आओ 


०-मरकैप्टो प्रोपियानिक अम्ल (जिसे हम 24#4 द्वारा व्यक्त करेंगे) का प्रयोग चिकित्सा', औषधि 

विज्ञान तथा जीव विज्ञान में बहुतायत से हुआ है ।. इसे विश्लेषण रप्तायन में भी अभिकर्मक के रूप में 

प्रयुक्त किया गया है'?०॥ परन्तु इतके बारे में भारात्मक कार्य बहुत कम, हुमा है। अत व्मरकटो 

' ऑोपियानिक अम्ल के पोलैरोग्राफीय अव्ययन से थायोल और डाइसल्फाइंड के अ्रावंसीकरंण की संशर्योत्मक 
82 8 


8 ] 


88 सतीश कुमार श्रीवास्तव तथा सत्य श्रकाश 


क्रियाविधि पर और घातु-सल्फर बंध के सम्बन्ध में प्रकाश पड़ने की सम्भावना के फलस्वरूप प्रस्तुत 
' शोध कार्य प्रारम्भ किया गया । 


प्रयोगात्मक 


प्रस्तुत अध्ययन में बिन्दुपाती पारद विद्युदग्न (2022) पर “मरकैप्टो प्रोपियानिक अम्ल के 
पोलैरोग्राफीय अाक्सीकरण के परिणामों का वर्णात है। 74724 का अध्ययन विभिन्‍न सान्द्रताओं और 
विभिन्‍न पी-एच मानों पर जलीय माध्यम में किया गया । 24724 के पोलेरोग्राफीय अनुमापन के लिये 
उचित दशाओं का उल्लेख किया गया है और 0//7.4 के सल्फिड्रिल मूलक के लिये विब्टन स्थिर्शंक 
की गणना की गयी है । 


उपकरण: समस्त पोलैरोंग्राफीय अध्ययन के लिये स्वतः रिकॉडिंग इलेक्ट्रो-कीमोग्राफ टाएप ई 
(लीड्स नाभ्रप) का प्रयोग किया गया। सभी पोलैरोग्राम प्रथम डेम्पिग स्थिति में रिकार्ड किय्रे गये । 
परिणामों की पुष्टि कोल्थाफ और लिगेनए के परिपथ द्वारा भी की गयी। सभी विभव हाम ओर हैरिसा: 
के संतृप्त कैलोमल विद्युदग्र की तुलना में मापे गये । पी-एच नापने के लिये लीड्स श्रोर ना भ्रप के 
कांच विद्युदग्र वाले पी-एच-मापी का उपयोग किया गया। सेतु प्रतिरोध नापने के लिये यमाटो श्रविरल- 
तामापी टाइप ॥#-60 को प्रयोग में लाया गया। प्रतिरोध 200--250 श्रोह म के बीच होने के कारण 
कोई ४? संशोघन नहीं किया गया । 


बिच्दुपाती पारद विद्युदग्न की विशेषतायें निम्नांकित थीं: 
४४5 2-089 मि०ग्रा०/सि० />3:60 से० 


772/3|7/6 _.. 2-.023 मि०ग्रा०४ से ०7! 
पारद स्तम्भ की ऊंचाई --36-4 से०मी० । 


अभिकमंक: प्रयुक्त ०“-मरकैप्टो प्रो पियानिक अम्ल (फ्लूका, स्विटजरलेंड) 99% शुद्धता का था। 
इसके विलयनों को आयोडोमिति द्वारा परिमापित किया गया और केवल ताजे बनाये गये विलयन 
प्रथुक्त किये गये । अन्य सभी अभिकम॑क वेश्लेषिक कोटि के थे । विलयन बनाने के लिये सर्देव दोबार 
आसवित जल का प्रयोग किया गया । सभी मापत्र वायु रहित माध्यम में किये गये । सेल विलयन से 
आव्सीजन हटाने के लिये विलयत में शुद्ध नाइट्रोजत की धारा प्रवाहित की गयी। मापन के समय भी 
सेल विलयन के ऊपर नाइट्रोजन का वातावरण रखा गया । सभी मापन 30---0-"८ पर किये गये । 


विवेचना 


«-मरकंप्टो अम्ल के भिन्नहभन्न सान्द्रणों पर ब्रिटन-राबिन्सन प्रतिरोधक, ऐसीटेट प्रतिरोधक, 
अमोनिया प्रतिरोधक और सोडियम हाइड्राक्साइड विलयन के जलीय माध्यमों में पोलैरोग्राम लिये गये। 
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20 से 3"7 पी-एच तक, सुस्पष्ट अकेली घनाग्रीय तरंगें प्रःप्त हुई। इन तरंगों की विशेषतायें 
रिणी । में प्रदर्शित हैं । चित्र । में प्रत्येक प्रतिरोधक की एक प्रतिनिधि तंरग दर्शायी गयी है। 
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चित्र ). «मरकंप्टो प्रोपिय/निक अम्ज के कुछ धारा वक़र-- (.4ढ) ब्रिटन-राविसन प्रतिरोधक पी-एच, 6-2 
(2) ऐसीटेट प्रतिरोधक पी-एच, 4-55 (८) अमोनिया प्रतिरोधक, पी-एच 9-] और 
(22) सोडियम हाइड्रावसाइड विलयन पी-एच !37. 


जैसा कि सारिणी ; से स्पष्ट है पी-एच 4.6 और 9-] के बीच विसरण धारा का मान लगभग द 
स्थिर हे। पी-एच 4-6 से कम होने पर घारा का मान बढ़ जाता है और 9-) से अधिक होने पर : 
बारा का माने घट जाता है। पी-एच 4-6 और 9-] के बीच विसरण घारा स्थिरांक, ट, का मान 
भी स्थिर पाया गया । 
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5. सारिणी३:. 
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क्‍ हा के है द ४ क्ि 
.._ जब बिन्दुपाती पारद विद्युदग्न के विभव (#£८४४) को 7०8४ स्5 के विरुद्ध रेखांकित किया 
गया तो एक सरल रेखा प्राप्त हुई इन रेखाओं के प्रतिनिधि रेखांकन चित्र 2 में दर्शाये गये हैं। इन 


रेखाओं के व्युत्कम ढाल का मान 0-054 से 0-065 के बीच में है । इनसे यह स्पष्ट हो जाता है कि 
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चित्र 2. 7०8 घ- और #&८&6 के वक्र: (4) ब्रिटन-राबिन्सन प्रतिरोधक (#) ऐसीटेट प्रतिरोधक 
(०) अमोनिया प्रतिरोधक तथा (70) सोडियम हाइड्राक्साइड विलयन माध्यमों में |. 
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विद्युदप्र पर होने वाली क्रिया व्यूत्कमणीय आक्सीकरण क्रिया है जिसमें एक इलेक्ट्राग का परिवतेन 
होता है। उपर्युक्त रेखांकनों से अद्धंतरंग विभव # 3 के जो मान प्राप्त हुए वे धारा विभव रेखांकन 
द्वारा श्राप्त ४$ के मानों के बिलकुल तुल्य थे। ॥४/०4 का साच्रण बदलने पर पर 723 पर कोई प्रभाव 
नहीं पड़ता परन्तु पी-एच बढ़ाने पर उसका मान अधिक ऋणात्मक हो जाता है। विसरण धारा का 
मान ॥४/ के सान्द्रण के समानुपाती पाया गया । 


23--#8 वक्क 


जब धनाग्रीय तरंगों के अर्धतरंग विभव को माध्यम के पी-एच के साथ रेखांकित किया गया तो 
दो सरल रेखायें प्राप्त हुईं (चित्र 3)), जिनका कटान विन्दु पी-एच 0-4 पर था। अध॑तरंग 
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चित्र 9. विभिन्न प्रतिरोधणऊों में 823->पी-एच वक्र । »-मरकंप्टों प्रोपियानिक अम्ल की सान्द्रता 
-236 *८ 0-» ॥4. 


विभव (£ ३) का मान इस पी-एच (0-4) पर बढ़ता गया जहां इसका अधिकतम मान _.0. 595 
आप्त हुआ । इसके बाद पी-एच बढाने पर इसके मान में कोई परिवंतन . नहीं हुआ । पी-एच 3-7 
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तक इसका मान --0:595 पर स्थिर रहा आया । इस प्रकार «-मरक प्टो प्रोपियानिक अम्ल के सल्फिड्िल 
समुह के वियोजन स्थिरांक का मान 0-4 प्राप्त हुआ | यह मात इन्य सल्फिड्रिल यौ गिकों के लिये 
निकाले गये “मानों (थायोमैलिक अम्ल" (##-50-:54), थायोसेलिसिलिक अम्ल (#॥£--9-52) 
थायोवेनाल (/#:८9-30), अवक्त ग्लूटाथायोना (#&--9-85) तथा सिस्टीन” (#&-8-40) के समात 
ही है । 


77 4 --॥77 वक़ का ढाल प्रति इकाई पी-एच वृद्धि के लिये 0:056 बोल्ट था, जिससे ज्ञात होता 
है कि 2-0 से 0:4 पी-एच तक विद्युदग्न अभिक्रिया में केवल एक हाइड्रोजन आयन हो भाग लेता है। 
पी-एच. का मात 0-4 से अधिक होने पर कोई विस्थापनीय हाइड्रोजन नहीं रह जाता है जिससे 
हाइड्रोजन आयन की सान्‍्द्रता में परिवतेन करने से पी-एच बढने पर भी £$ में कोई परिवंतन नहीं 
होता । 2 ३-#४ वक्र को 0:4 ४४ तक निम्त समीकरण से प्रगट किया जा सकता है : 


>- १! >5 "(3 ् 0:056 र््य ६ ) 
०-२4/2.4 का अनुमापन 


श्रध्ययन किये गये सभी माध्यमों में मरकैप्टो प्रोपियानिक अम्ल के विसरण घारा स्थिरांक 
का मान लगभग स्थिर था (सारिणी !) अतएवं इन माध्यमों में मरकंप्टों प्रोषियानिक अम्ल को सफलता- 
पूर्वक अनुमापित किया जा सकता है । पी-एच 4-55 और 9-] के बीच में / का मान -74--0-2/04 
था अतएवं ०-2472.4 के अनुमापन के लिये पी-एच और प्रतिरोधक के लिये पर्याप्त परिसर प्राप्त हो 
जाता है। अन्य प्रतिरोधकों की तुलना में अमोनिया तथा ऐसीटेट प्रतिरोधक में प्राप्त परिणाम सर्वोतिम 
थे । इन प्रतिशेषकों में तरंगें सुस्पषष्ट थीं। विसरण घारा स्थिरांक का मान ऐसीटेट प्रतिरोधक में 
-68.]-0-2 तथा अमोनिया प्रतिरोधक में :70-:-0:5 था। ०-३४/०4 की सानद्रता बदलने पर तरंग 
में कोई विचलन नहीं आता, इसलिये विसरण धारा किसी भी समुचित विभव पर मापी जा सकती है । 


कृतज्ञता-ज्ञापत 


लेखकगणा (स० कु० श्री० और स० प्र०) वैज्ञानिक एवं औद्योगिक अनुसंधात परिषद, नई 
दिल्‍ली एवं राज्य वैज्ञानिक तथा औद्योगिक अनुसंधान परिषद, उत्तर प्रदेश लखनऊ के आथिक सहायता 
प्रदान करने के हेतु आभारोी हैं । 
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यूनियन फैंकायस कामशियेविल एट इन- 953, 4, 036, 7, सितम्बर ? 
डस्ट्ली फ्र० । 


शवार्जकोफ्त, एन० । पेटेन्ट जमें ० 957 958, 50] फरवरी 2] 


कोलथाफ, आई० एम० तथा लिगेन, जें० जे०। ?०0०70०87००१५ . (इंदरसाइंस पब्लिशर्स ईंक 
न्ययाके), 952, पष्ठ 300 


हू यूम डी० एन० तथा हैरिस, एच० ई० । इन्ड० एन्जी ० केम० एनाल एड०, 7943, 5, 465 


कपूर, आर० सी०, अग्रवाल, ओ० पी० तथा कनेडियन जनें० केमि०, 96], 39, 2236 
- सेठ, टी० डी०। 


कुमार, ए० एन० निगम, एच० एल० जने० पोलेरोग्रा० सोसा०, :66, 3, 3 


तथा सेठं, टी० डी० । 


निगम, एच० एल०, नायर, पी० सी०, तथा जर्न० पोलेरोग्रा० सोसा०, 968, [4, 4] 


न्पाड्य क्रे०-वी० । 

ताइबी, आई० कोइडी एस० । प्रोसी०  श्र।फ फर्स्ट इन्टरनेशनल पोलेरोग्राफिक 
कांग्रेस, प्राग, !95] 

ग्रूब्नर, ओ० । केम लिस्टी ०, 953, 47, 33 


४|[73793 ?87590 /॥059]0व93॥) ?8५।] |८४ 
४०. 6, ४०. 3, |५५, ।973, ?०४८ ।95-]98 


प्याज-कन्द के जड़वरद्धन पर विभिन्‍न आयनों के अवशोषण का प्रभाव-भाग 2 


श्याम सुन्दर पुरोहित तथा सुरेश चन्द्र अमेठा 
राजकीय महाविद्यालय, नाथद्वारा 


[ प्राप्त--8 सितम्बर, 972 ] 
धारांश 


प्याज की जड़ों पर ॥९+, [७०, 377, )४०,-, 850,« एवं 0!४४- आयनों के प्रभाव का अध्ययन 
किया गया | इसके लिए घतायनों तथा भिन्‍न-भन्न ऋशणायतों के संयोजी लव॒रखों के 0:0] प्रतिशत विलयनों 
का उपयोग किया गया। प्रस्तुत शोध८-पत्र में अनुकूलतम ताप 29--2"८ रखा गया तथा जड़ों के भेदी- 
क रणा और वरकूंन का अध्ययन किया गया है । 
+ 75778 ९६: 


एम ला बा०एडण०-ु/ऑ४०फए ० वंएिएलएट्फआई इंठशड छा पीर ४006 ४ए०छएं) ० श्रापरपरण्ा 
०९९०० पाए, ज॑ं,. 829 8. 5. ?एफ्ठाए ब्यद 8. (५, 77609, 6७कफथला: णी फ्रेठंबएए धात 
(707स्‍8079, (४0०९०४776070 (४0!052९, २७४:४०0७४७/"७. 


पक ढीला ० तार्7गिकालओए 76ठा बा807एछा06तका 9प. बा (४४६ 70058 ए4३5 5६परता€त 2६ 
0 77फ007 ०7796एब४पए७ (29-27 (५.). 70 ४४७५8 00867ए९व एड (४6 7०० दा807 ३5 ८९८ट्टत, 
00 6० एट#८ 8/0ण7ए 77 8 0-0% इ0प007 ० 877 400$ ३7 97९82८0९८6 0[ 6४ [0708 85 
००72० 6वें जाप एाढ 2यटत 4075.,.. 76 ढ7807 0" रद 70058 छ३$४ दाग7०८व 9 ू#(र७ 
30007 285 ०0770376वं एप प्रा67९७/९व९ं 700 0०6९० (7८260 090] 08, 
पौधों में 7९७४, [(+ आयनों की मात्रा काफी कम होती है। सोडियम तत्व पौधों में ऐमीनो अम्लों 
का परिवहन कोशिका-रस से केन्द्रक तक करता हैं तथा इस तरह वह केन्द्रब-प्रोटीन के संश्लेषण का 
नियंत्रण करता है ! (+ पौधों के वद्धंत का एक महत्वपूर्ण कारक है। यह मुख्यतया पौधों के विभाजीय- 
भाग में पाया जाता है जो कोशिका विभाजन में सहायक होता है | पौधों में इसकी कमी प्रोटीन-संश्लेषरा 
प्र निरोधक और श्वसन क्रिया पर वर्धक प्रभाव दर्शाती है तथा इसकी उपस्थिति से कोशिका में 
डी०एन ०ए० पॉलीमरेस एंजाइम बनता है । 
प्रयोगात्मक 
इस प्रयोग में पूर्ववर्शित?? विधि का अनुसरण किया गया । विलायक के रूप में नल के जल का 
उपयोग हुआ । आरम्भ में अनुपचारित प्याज-कन्द में जड़ों की लम्बाई ०,, ४०४०५, ०५७०,, 
है? 9 ्ि 
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चित्र  : प्याज कन्द के जड़वधन पर आयतनों का प्रभाव 


विभिन्न आयनों के अवशोषणा का प्रभाव 97 


तथा ०8४ से उपचारित प्याज-कन्दों की जड़-लम्बाई से कम पाई गई । ५ि.स्तु 4 दिनों की समाप्ति 
पर यह अनुपचारित कन्दों से अधिक हो गई । इसका प्रमुख कारण आयनों का पूर्ण अवशोषण हो सकता 
है । इसके विपरीत 707५8 से उपचारित प्याज-कन्दों की जड़ें, अनुपचा रित जड़ों से आरम्भ में कम होते 
हुए भी अन्त में 0-2 इंच बड़ी पाई गईं । सैद्धान्तिक आधार पर ५७७ तथा 78० का प्याज के जड़-वर्धन 


पर समान प्रभाव होना चाहिये, परन्तु ऐसा नहीं पाया गया। चित्र ! से यह भलीमभांति स्पष्ट हो 
जाता है । 


विवेचना 

९), 77९७५, तथा /२०७,$५०,, 7९,850), का प्रभाव जड़-वर्धत पर एकसमान् पाया गया । 
6५४ तथा 7/ आयन जड़ों को समान रूप में प्रभावित करते हैं क्योंकि दोनों युग्मों में (९०0,- 
तथा 50,5 आयनों के समान होने से, उनके प्रभावों को उपेक्षित किया जा सकता है। इसो 
आधार पर जब 877 आयन का जड़-वर्धत पर प्रभाव देखा गया तो उससे अपसामान्य परिणाम 
प्राप्त हुए। 87- आयन, २७४ आयन को उपस्थिति में जड़ की लम्बाई का वढे्धंक प्रतीत होता है जबकि 
९७ आयन की उपस्थिति में यही निरोधक के रूप में जान पड़ता है । यह प्रभाव केवल 87- आयन का 
ही नहीं हो सकता, क्योंकि प्रस्तुत काये में 7- की सानद्रता दोनों में समान ली गई थी । अतः प्याज 
,केंग्दों की जड़ों पर 87- का वर््धक तथा निरोधक प्रभाव उसकी बाहरी परिस्थितियों द्वारा निर्धारित 
होता है । 

877 के विद्युत-ऋणात्मक और क्षारकीय धातुओं (४७ तथा 76) के विद्युत-धनात्मक गुणों के 
कारण वे आयनों के रूप में एक दूसरे से वेद्युतू-संयोजकता से बन्धित होंगे । [(+ तथा छा मे इस 
आकर्षण के अधिक होने के कारण ॥(9- तथा ७७ जड़ों को [५४+ तथा [(+ की तुलना में अधिक 
सरलता से प्राप्त हो सकेंगे फलतः १९७४० और (87 का जड़ों का क्रमशः वरद्धक तथा निरोधक प्रभाव होगा । 


सारिणी ॥ 


प्याज-कन्द की जड़ों द्वारा भिन्‍न भिन्‍न आयनों के अवशोषण से उनके वर्धन पर प्रभाव 


रसायनों की जड़ों की माध्य लम्बाई, इंचों में 
सान्द्रता 

प्रतिशत 0.0] दिन ] 2 3 4. 5 6 8. 4 
सोडियम नाइट्रेट 0-7 ]-4 2-0 2-9 3.3 3-9 3-9 5-2 
सोडियम सल्फेट गा 0.4 0:09 ]5 2.0 2-4 3.0 38.7 3:8 
सोडियम ब्रोमाइड हे 0.7 .4 2.3 3.0 385 35 40. 45 
पोटेशियम नाइट्रेट ५ 0.6 +2 व्यय 25 33॥ 33 <*&#0. <&-7 
पोटेशियम सल्फेट 05. -2 ].9 2-8 2.9 3-0 3.55. 43 
पोटेशियम ब्रोमाइड न 03 04 0.55 0.6 0४2 १7.0 75 24 
पोटेशियम थायोसायनाइड ,, 0.6 ]3 20 2.] 2.:.8 30 3-8 6-4 


प्रनुपचारित हा 0.6 ॥5 7 20 2.4 2:65 3-54 060 
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ए0४५७५ का जड़ों पर अपसामान्य वद्धंक-प्रभाव देखा गया । 


निर्देश 


पुरोहित, श्याम सु०, तथा आमेटा, सुरेश च० । विज्ञान परिषद अनु० पत्रिका (प्रेषित) 


कस्त्रबा, ए० पी० तथा खान । करेण्ट साइंस, 968, 37, ]-2. 

बोस तथा माधवकृष्ण, डब्ल्यू ० । बुले० सेण्ट० लिट० रिस० इन्स्ट० मद्रास, भारत, 
954,3, 32-39. 

बोल्ड, सी० । (गरदाबो पिप्रण्यपंठा णी शिक्षा पा 590. 


एफ० सी० स्टीवार्ड द्वारा सस्पादित [87५ 
?7990]08 ४ ऐकेडसिक प्रेस, न्यूयार्के, 7 0 


जव][723723 ?7874509 0 
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7. पश्चिमी सोन घाटी के कार्बोनेट अवसादों राय अवधेश कुमार श्रीवास्तव तथा 
का अध्ययन » महाराज नारायण महारोत्रा 


8. उत्तर प्रदेश में सड़क निर्माण के लिये कंकड़ आर० एस० दिक्षित 
का उपयोग 
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श्रष्टि के रूप सें व्हिटेकर फलन वाले समाकल समीकरण का प्रतिलोमन 
बी० के० जोशी 


गरित विभाग, गवर्नेसेंट कालेज आफ इंजीनिर्यारेग एण्ड टेकनालाजी, रायपुर 
[ प्राप्त--माचं 29, 973 ] 
सारांश 
/४,, , (४) अष्टि वाले समाकल समीकरण का प्रतिलोमन किया गया है । 
405१" ८2६ 


्रिएर९एछाॉ00 ० छत इंशाल्टुएशों ल्वूपशपएता अआरएंया शाप्र्बॉप००5 सिटॉपेग्ए 35 ४5 
घि९एा९ॉ, 29 3. 74. ]059, 769०/ाला: ० (दराएलगाादाए25, (+0एटफायला: (0०0]68० ०६ 
7877८८एगहु 27 4"८८०४४०00297ए, रिधां0प7. | 


खिय खशाल्छबो व्वुपकाए0य छाए 040, (४) 358 75 इट्शाट] 98 06०7 उग्रए८८५८व, 


चेबीशेव बहुपदी 7), लेगेण्ड्र बहुपदी/?, सरल लागेर बहुपदी ”, सार्वीकृत लागेर बहुपदी 2 तथा 
व्हिटेकर फलन 7 अ्रष्टि वाले समाकल परिवर्तों के लिये प्रतिलोमन समाकलों पर शोध किया गया है 
ऐसी निर्मेय का हल निकालने का प्रयास किया गया है जिसकी अष्टि 4 ,, (७) हो । 


फलन /(/) का लेप्लास परिवतते 
#(/)- [. «४४/0) & #>0 >... मी) 
द्वारा व्यक्त किया जाता है, यदि उपर्युक्त समाकल विद्यमान हो। हम (!-) को सांकेतिक रूप में 
४४) ८57 (/) द्वारा प्रकट करेंगे । 
निम्नांकित ज्ञात फलों [2, 9. 29, 3], 2]5] को हम आगे व्यक्त करेंगे । 
१2300 56/65/8300 46 38% कु 2 08) ("2) 


| प(पो 2३(४- ४) 4ंबनक्‍्नट( #) - 8४४) : (-3) 
7 व द क्‍ ः 


200... बी० के० जोशी 


जहाँ /£ 0) 58(#) तथा /॥0) ज्र४४(/)- 
४+7/2, /9 ,, +] (#-.-] ८) /-४-7/8 
॥-ग४ 240 ॥(०) कह" पक्की (-4) 
(2-३, २2०%#:>3 |/९४ ८| 


अपना ध्यान निम्नांकित पर केन्द्रित करते हुये 


ह/ से धस्‍ १/2/: (? सा 4) “८-५ 
ईयर) कतएी 444, (नदी) जी. 7 7५0 ॥ क्षुताकक्ा7 (<2“) 
पा , 6८//+7/2, /- 2//-+-  (# -- ८)४॥४ 
थी ) ([ ) नस हैं //77/2 24:34 29 5 ४ (2 4) स्र्ा जज ्््छपसकेसाआ 





(<2*2) 
पहले हम परिणाम 
75 | 7३ ७४-॥ 2५ 6-) क्षत्तवध१७-०) (2-8) 
हि 
को सिद्ध करेंगे जहाँ 
4 >4/4/2/८ १/--2/४+7 
(४-9) 5० रखकर तथा (2-) में (४-9) को ४ द्वारा प्रतिस्थापित करने पर 
जे | #7 (४-०) #,(०) ०० (2-4) 
प्राप्त होगा । 
अब (2:!) तथा (2-2) के प्रकाश में (:3, का उपयोग करने पर 
मम 
2-4 
इसका लेप्लास प्रतिलोम निकालने पर हमें (2-3) की प्राप्ति होती है। 
प्रमेष : यदि 
. धं 
(४) 40) [८०/(०)) 0&:४<»४<:०० में खंडश: शतत हो 
(7) /(0)ल्‍-0 
(7) 2७ पूणाकि न हो तो 


ऐ 7, (४-7) £(6) ४४7 (७) का हल निम्नवत्‌ होगा : (3-]) 


80) ज, ४४-०) “शक ७०/७) | (3-2) 


यदि 0<<&<»& 


व्हिटेकर फलन वाले समाकल 20] 


उपपत्ति : यदि पुनरावृत्त समाकल 


॥ल्‍जू (टव७-) | [0-० ०० किएणा> |% |४ 


पर विचार करें जो (3-2) में ४() के प्रस्तावित मान को (3-) में रखने से प्राप्त होगा । अब समाकलन 
के क्रम कों परिवर्तित करने पर 


][- 4  दध। पा फ् 
8्ल्ज हक कु हट जा ७-0) २6-२० 


(2.3) का उपयोग करने पर तथा /(0)--0 प्रतिबन्ध के अच्तगंत समाकलन से (3-4) स्थापित 
होता है । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० आर० एस० शर्मा तथा वी० वी० सारवाते का आभारी है जिन्होंने क्रमश: पथप्रदर्शन 
तथा सुविधायें प्रदान करके सहायता की । 


निर्देश 

]. वुशमैन, आर० जी० । अमें० मेंथ ० मंथली, ]962, 69, 288-89. 

०. एडेल्यी, ए०। प्‌ृ'्र0०४ ० फाल्शाबों वफथाएणियाड, भाग है, 
मेकग्राहिल, [954. 

3. खांडेकर, पो० आर० । वुणफगओों ९ श्िगिटाशथातृप्टड रएिपफट४ 6 
+]070॥00०८८६, 965, 44, 93-97. 

4. सिंह, सी० । मेथंमेटिक्स जेपोनिकी, 968, 3(), -74. 

टा, ली ।० प्रोसी० अमे० मेंथ० सोसा०, 960, 3, 290-298 


6. विडर, डी० वी० । अमे० मेथ० मंथली, 963, 70, १०-93. 


४ [73व3 ?37[5]3 4 /7053॥4क्‍37॥ ?3:८7[[८8 
४०0]. ।6, ३०. 4, 00८८०96।,, 4973, 722०5 203-206 


प्लूति लाम्बिक श्रेणियों की आयलर संकलनीयता पर 


| आ० रा० सप्रे तथा एस० सी० भटनागर 
गरियत विभाग, आई० के० कालेज, इन्दोर 


[ प्राप्त--जनवरी 29, 973] 


सारांश 
इस पत्र में प्लूति लाम्बिक श्रेणियों की आयलर संकलनीयता प्रतिपादित की गई है । 
395६7"2 ८ 


09 एएी६€-४ डक बॉजीउए णी[42टएश१४७ए ठ0#पठ्शुम्मनों डट्लॉटड, 29 3. 8, 82076 
374 5. 0. छपद्बाग2१2६०, 'शवा९77 ६708 ॥220277076€7, 4. 72. (70]८82८, 770076. 


छपोक् 8पमाबोजताज णी 82टप्ग्रबाए 07008०04) 8०765 ॥38 0९९० €४०75860. 


]. माना कि (४, (४)), [०, /2] में एक प्रसामान्य लाम्बिक फलन निकाय है, अर्थात्‌ 


0, सर 
| कि (») कै (») धै4८- |; जब शम्स-!. 


[ ], जब कान्-7 

इन फलन निकाय (५७,(४)) तथा एक संख्या अनुक्रम (०५) की सहायता से बनाई गई श्र णी 
डॉ ०५ 9; (४) (-) 
प्रमन्0 


लाम्बिक श्रेणी कहलाती है | यह ज्ञात है कि यदि 


ठ | 4#१<< ०० (-2) 


|" 
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तो ऐसी श्रेणियाँ किसी फलन [(४)«०/.[०, 8] का ($,(»)) निकाय में प्रसार होती हैं। इसे निम्न: 
लिखित प्रकार से प्रस्तुत किया जाता है । 


४ (४) 302 हा ध,, ९ / (%) ४ 


श्रेणी ((-॥) का #-वाँ (#, 4) माध्य +,१(४) निम्नलिखित समीकरण द्वारा पारिभाषित किया जाता है । 


] 
(4+ 4) 





रच तयत 2) 5४४) 
0 रा 


[ 
4>0, जहाँ 50(०0 ८ 2 गश(ह- 
परच्ल 


कोई लॉम्पक श्रेणों प्लुति श्रेणी तब कहलाती है जब उसके असंख्य ग्रुणांक शून्य हों। 
माना ॥(७) (४<]) एक घनात्मक, अवतल, एकदिष्ट वर्धभान फलन है तथा /«(४) <» है । 


परिभाषा | : श्रेणी (!-) को हम /«(४)-प्लुति कहते हैं यदि इसके शूम्येत्तर गुणांकों ८/, 
४</<28 की संख्या /(४) से अधिक न हो । 
परिभाषा 2 : धनात्मक संख्याओं के अनुक्रम. (9,) को गुणांकों का वरिष्ठ कहा जाता है. यदि 
6, >+ 0 (६) * 


प्लुति लाम्बिक श्रेणियों का विस्तारपृवंक अध्ययन अलेक्सिट” ने किया है। लाम्बिक श्रेणियों 
की आयलर संकलनीयता के विभिन्न पक्षों का अध्ययन मेडर", म्रिफ्रान्‍, पटेल सप्रे” ते किया है । इस 
पत्र में हम निम्नलिखित प्रमेय सिद्ध करेंगे । 


प्रभेय : यदि प्रतिबन्ध (-2) को पूर्ण करने वाली एक /«()-प्लृति लाम्बिक श्रेणी के गुर्णांकों 
का एक धनात्मक, एकदिष्ट, अवधमान, अनुक्रम (०,) वरिष्ठ हो जो प्रतिबन्ध 


संतुष्ट करता हो तो (:]) [०, #] में प्राय: सर्वत्र (&, 4:०0) संकलनीय होगी । 


2. उपपत्ति : माना 60,, ०/,,--० 2:५ वे शुन्येत्तर गुणांक हैं जिनेके सूचकांक ४? तथा (४ + )/ 
के बीच हैं | श्वाज॑ की असमानता का उपयोग करते हुये हम लिख सकते हैं कि 


8 न 
[एक (४) -०४१(+)|०४<4/(8--५) दो (४)--७५%(%)]? ब्ले । 
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0(! | 9 हा 060 ( रा कु 
हनन्‍य५८०ब पे लि 
) कर 7/ ) 7४ 


छः गेने दर | 2 
(4%/ एकदिष्ट अवधंमान होने से 9,१29, झे --. 2 4, ,, 
तथा  /४< ७ [(४-+-)-#/ |] -- | (28 -- [) ! 
अतः 


9 [” ० ९ फ़/ा 
नम 0 ना) (२) ८ 5५8७) [4४ - 0 (!) 2 ४(/(<४-- ) 4६8. (<*) 


अब हम देख सकते हैं कि यदि ४25 हो तो (#४-)2> (2४---) तथा /(॥४--)2> /(2%-- ]) . 
इसलिये (2-]) से हमें 


० ।*6 ०0 2 || 
| ५ 2(४)-७७2(०) [4४८ 0०() 2 4/ - )23) 6,232 2! 
55 ./ ८ । सर । / न्‍ ( / / !725-5 ४ / 2१५ (5(४-) 6] 


 (»() हज 5, २(“६)४४<० 


४55. /£७(॥-7) रा 
प्राप्त होगा । 


/(») वर्धमान है तथा 6 अवधंमान, अतः बी लेवी के प्रमेयानुसार (देखिये अलेक्सिट पृ० ]]) 
प्राय: सवंत्र डा [५ (७+7,2 ४) -४%५ (&) | <. ००, 
इससे श्रेणी (-) के ४»वें संकल का अनुक्रम अर्थात्‌ 
9 कक ह 
७४१ (४) +55 | न॑- जप [3 ७७9) (4४) --५४३ (७) ] 


का प्राय: स्वत्र अभिसररा स्पष्ट है। अब हमें ज्ञात है कि यदि अनुक्रम (७,2(४)) अभिसारी हो तो श्रेणी 
(-) (£, 4-०0) संकलनीय होगी । (देखिये क्रिफा*) अतः प्रमेय पूर्ण हप से सिद्ध हो गया । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 
हम डा० सी० एम० पटेल के मार्गदर्शन हेतु अत्यन्त अभारी हैं । 
निरदश 
4५ अल क्सिट, जी० । (407ए86९०7०८ ?7्ठणए5ड 64 0#प०एग्प्बा 


5८7८४, पर्गमान प्रेस, 96., 
2. वही। 4०४4. ७७. 3४८4४. ]957 8, 79-88. 
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भिभरा, ओ० । डाकलेडो श्रकादमी नाउक एस० एस० एस० 
ग्रार०, ]962, 743, 25/-2/9. 

पटेल, सी० एम० । इण्डियन जने ० मैथ ०, !966, 8, 4-44. 

पटेल, सी० एम० । मेथ० वेस्निक, 968, 5 (20), 29-220. 

मेडर, जे० । अनालल्‍स पोलोनिसी मैंथ ०, 950, 5, 35-48. 

सप्रे, अ० रा० | विज्ञान परिवद्‌ अनु० पत्रिका, 970, 43, 69-73, 


वही । वही, 972, 45, 5-]44. 


४|7373 ?37536 /#॥053॥70|3॥ ?357[८४ 
४०. 6, 4०. 4, 0८:००७७ |973, 7३४०४ 207-2|2 


लाम्बिक श्रेणी की (४, #/,) संकलनीयता पर. 


जय प्रकाश शर्मा 
गणित विभाग, सरदार वल्‍्लभ भाई कालेज आफ इंजीनियरिंग एण्ड टेकनालाजी, सूरत 


[ प्राप्त--मई 0, 973 ] 
सारांश 


यह प्रपत्र सामान्य लाम्बिक श्रेणी की (७, /५) संकलनीयता के सम्बन्ध में है तथा निम्नलिखित 
प्रमेय द्वारा कात्समार्तस्स की (८, ) संकलनीयता पर के एक प्रमेय का सार्वीकरण किया गया है। 


प्रभेयः माना कि लाम्बिक श्रेणी >०,७,(५) का #-वाँ संकल ७&,(«) है जिसके गणांक (०,) से 
प्रतिबन्‍्धच 2८१,<: ०० की तुष्टि होती है । माना कि (४४) एक प्लूृति अ्नक्रम है जिससे कि 
मी मिल 
| धकद्- 5 है 00४50): 9: 8: 
हाँ 4 तथा ? स्थिरांक हैं। अन्त में माना कि (#,) या , झनुक्रम है तथा 6,50० (५५) तो लाम्विक 
श्रेणी 25,%(७) प्रायः सर्वत्र (7, ४५) संकलनीय होगी यदि उपान्‌ क्रम (७,॥(५)) सर्वत्र अभिसरणीय हो । 
895(४2८९ 


(१3 2४6 (४, ऋ,.) डपपष्ाष्यनजयए ०ई 00908ए७थ 5९४7९७. 99 वध ए+बॉप३३7 5/97779, 
5ग्रावब7 ४०००० 3859 (४00686 06 >ए276९०४8 ब्यत ॥र्टात्र0029, हिप्राध्वा. 


व06 एए००० ते 09 (२४ 9५) #प्फाणबग[(ए 0 छुल्यल्दों 07087गघक) 5००७5, 470 +9९ 
(07677 ए70ए6व छढाठा'ब8९5 8 765 66 & &९2/74872 079 (८, )-5प्रशाणवा]ए 0 (४6 इछ५८६. 


वह [00 708 ६760709४ 825 9९67 970ए४60. 


वच्नष्ठझष्ड,.. 76 5५5) ०6 पल काग एशएंड] इपाा8 6 एल ठ6-एठ207%) ४९7१८३ <4,.% (४) 
शाप 0048 (०७) इव05 प्र 6९ ०0700 07 24*१,,< ००, ब्यवे ]6६ #/) 926 7 बाफए बा ए 
7०64579 इधवुपटा८6 ० एव ८८३ 85 जिंटए 486 72%6707 


१; ि 9 
< 4<€ -“<&+ 607 &--50, ], 2, 3, ... 
77; 


7? 2 


०08 जय प्रकाश शर्मा 


जहर 4 गये # 37९ ००गरशबाड,.. कियगीए ॥6 (8,) 2० लंपाट 7707067्रा288ए7 व7८7८० ४72 0०७ 
(6ल€4॥म8 5टचुपट०९6 0 7दवीं ग्रषग्रलड इपरटो। पा 29,5०0 (१५), (7०7 ६८ 0770807४%] इ27१8 

“4५ (०) 75 (7४ ५) डप्ायाबा९ बफा05: <एट-एाल2, 4 (76 इटवृपल्शट८.. ० 02772)] 5प्रण्शड़ 
(०४८ (5) ) 78 007एटएट८गा दव080 2ए९८०एजशों:27८ 


माना कि (७(४)), ४७०, ।, 2, 3... [०, /] में एक प्रसामान्य लाम्बिक फलन निकाय है, अर्थात्‌ 


| $,४ (४) ४,, (४) ८४-- [ | जब #प:0 


जन्न #४नचद॥ 
हम एक ऐसी लाम्बिक श्रेणी 
4 4८,/%(%४) (4*]) 
लेंगे, जिसमें 
०4६, < 50 हो | (-2) 


उपर्युक्त श्रे णी का #-वां संकल ७, (») से प्रदर्शित किया जाता है अर्थात्‌ 
' 73 
४(४) तन» 4॥%४%(%) . 
0 
माना कि (£,) एक वास्तविक संख्याप्नों का अनुक्रम है तथा 


2070, #/220 और #2,5--४५--७ +/१५-+- .-- +/५-२ ०० 
2050 (५) +-?३5१ (४) +- . ..+-/»५$५ (&) 
न 





माता ह॥ (&४) +- 


8५(४) की हम #-वां (.४, #,) माध्य कहते है । 
परिभाषा: यदि [7 ४, (४) 5-४ (४) 


तो हम कहते हैं कि श्रेणी (:)(५, ४,) विधि से 5(४) की संकलनीय है। यह सर्वविदित है कि 
(४४ ४») सेकलनीय विधि एक नियमित विधि है यदि 
[77 #॥/2॥770 


तथा /9॥750 (0,,) 


यदि हम #;5<। लें तो (४, #,) माध्य (७, !) माध्य में परिवतित हो जाता है (देखिये हार्डीः 
(पृ० 57) । 


4. असामान्य लाम्बिक श्रेणी के अभिसरण का विस्तारपूवेक अध्ययन राडेमाखर* तथा 
मनेसोफ” ने किया है। इस श्रेणी के (॥; #५) माध्यों का मेडर* ने विवेचन किया है। इस शोघ पत्र में 
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प्रमामान्य लाम्विक श्रणी की (०, #,) संकलनीयता पर प्रकाश डाला गया है तथा निम्नलिखित प्रमेय 
द्वारा कात्समात्स की (८, !) संकलनीयता पर के एक प्रमेय का सार्वीकरण किया गया है । 


प्रमेष: माना (%;) एक प्लृति अनुक्रम है, अर्थात्‌ 


८2 । 
जि <€.7, 50, 4, 2, ..- (2*|) 





|<< 4: 


4 तथा ? स्थिरांक हैं । कर 


यदि ५ 07550 (222) 


और (/,) ># या ,/ अनुक्रम हो तथा 7/,5-0(2,,) तो लाम्बिक श्रेणी (:) प्रायः सत्र (6, /) में 
(४४, #») सकलनीय होगी, यदि उपान्‌क्रम (&,/(०)) प्राय: स्वेत्र (८, 8) में अभिसरणीय हो । इस प्रमेय 
का विलोम मो सत्य है । 


उपर्शक्त प्रमेय को सिद्ध करने के लिए हमें निम्नलिखित उपगप्रमेयों की आवश्यकता होगी : 


उपप्रमेय : (मेडर) यदि अनुक्रम (४४) धनोत्तर एवं प्लुति (/80००७०५४) हो तो अनुक्रम (४७४) 
भी प्लृति अनुक्रम होता है, ग्रर्थात्‌ 
2. नव 
+ 5 9, 7 ६-50, 6., 2, ... - 
जहाँ 4 एक स्थिरांक हैं (उपपत्ति के लिये देखिये मेड२४, उपश्रमेय 6५ पृ० 336) । 


उयप्रमेय 2: माना कि /,(४) लाम्बिक श्रेणी (-) के जिसके गुणक (०,) अनुबन्ध (22) को 
सन्तुष्ट करते हैं, #-वें (७ /#%) माध्यों को प्रदर्शित करते हैं तथा अनुक्रम (#ध) '"७ या ७ हैं ओर 
४०--१५--0 (2१५) को सनन्‍्तुष्ट करता हैं तो श्रेणी 


4 (७८४) 7 ##(%)) 
६50 
प्राय: सवेत्र अभिसरणीय होती है । 
उपपत्ति : यहाँ 
हु £ !] ४ 
॥# (४) 77703) 57 2 वय४७)- कु, 2 2/7) 
7्र्ष्न्0 7250 
;; ॥ + ;; 
चत> धशा७)-फ्र 2 ४४५४) ८ 2० 
म्नन्छ & 2-0 फ्र्स्न्ट 


] &£ 
त्त्छः हा 42; (४) ?:-3 
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चूंकि 0<#%, 2? या ,// और ($(४)) एक लाम्बिक फलन निकाय है अतः 
] 
| ($;(४) -- (७) )* ८४-- ऊड 2 लक, कुड «५ 0: / 2 


उरयंक्त समीकरण में # के स्थान पर ॥# रखने पर हम लिख सकते हैं कि 


008 कम 
श्र । (8,:(0)-%६०0१ ऋ 2 हू 2 ०१११ 
0०0 ६07 # ६-0 





477 सर 
थ्ू मर ) » | 50. 
4 -4/ :-० 


अतः लेवी की साध्य (देखिये श्रलेक्सीट पृ० ) के उपयोग से यह निष्कर्ष निकलता कि है श्रेणी 
व (5५ (४) - ,[. (४)) 
प्राय: सर्वत्र (6, 9) में अ्रभिसरणीय है । 


उपप्रमेय 2 में यदि #,5-८] रखें तो हमें कौलमोगोरोफ की (८, !) संकलनीयता की साध्य 
प्राप्त होती है । 


उपप्रमेय 3: यदि अनुक्रम (#,),2 या ,/ तथा ॥४५-०(2.,) हो और लाम्बिक श्र णी (-) 
के गुणक ०५ अनुबन्ध (]-2) को सन्तुष्ट करते हैं तो श्रेणी 


2 /[#५ (४) --7+४-व (&) | 
प्रायः स्वेत्र अभिसरणीय होती है। 


उपपत्ति: हम लिख सकते हैं, 


&(0)-म तह: 2 ॥50)- 7-2 85%) 


।( ] ] 
रत्न हट 0, 7) 4 5 (४) न 70 7॥ (%) 


2 7 3 $ 
छ़्लः ६ हः 2 4५९9७) गाछ ४7) 





2? 5 
>>. “कु, 0, हे कु १७ (&) ्‌ 2 बज ५ (&) 
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0  प् दा 2 डे 72 
5 का डर कह हे (0 4१४ व 22 |] 2802 








2 +%+$, (५) < /?; 


7 व3 # 


77 ५ / 
नत्कः (5»(%) ० हो) न्प #ऊ, 


१ डर 
सनक ,7,,_, 7 49% (<) 4-व 





7! ऊ 8५ / 


2 स्ड 
हु /)-7 


| 
४9-4३ 





2) | 8[5५(२) “79% -3 (0) 4 4४ ५ 


८0 4 





9 
 -+(00(]) हट 2, ८ ४ -] 


१८ रा 427] प्र 


०0 5 ढुए), 8 7 
2255 7 3 [2४ 47 057 9 
(६ ) गा ए< 7-7 ४ >> 2,72९ + 


] | 
) फ्ल््प ञ्ः 4 सी! रे कर 





000 के 7 522 
प्र्न्म्यो 
ग्रतः लेवी की साध्य से 
के ॥(॥(४) --५-१ (2) )* प्राय: सर्वत्र अभिसरणीय है । 


3. प्रमेय की उपपत्तिः माना कि उपानुक्रम (०%()) प्रायः सर्वत्र (०, 8) में अभिसरणीय है 
तथा अनुक्रम 0५) एवं (£») प्रमेय में दिये हुए अनुबन्धों को सच्तुष्ट करते हैं। अतः उपप्रमेय < के 
उपयोग से हम इस निष्कर्ष पर पहुँचते हैं कि ( ७ /#»०) साध्यों का उपानुक्रम (8,६(७)) प्राय: सर्वत्र (०, 2) 
में अभिसरणीय है । 


अब हम %४ एक ऐसा प्राकृतिक धनात्मक अंक लेते हैं जो निम्नलिखित अनुबन्धों को सन्तुष्ट 
करता है : 
72;:5.777<_7/:+45 5-0, 4, 2, ... « 


तब (४, (<) -:: 7॥॥ (%) ) ८ ( 3. हा ' (५ (४४) “४-३ (४) )े (3 0) 
४०८ है. 
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77 +] ४ ्ट्का ] 
ू » 7०४) -%#-7(52)/ “ कि 
॥502 , + 7. रच 47. 
य 
; प्नत | नै ॥/:35 
लेकित न 62 अत जा 2  आक 
7, + 7. ८ / 


श्रतः उपर्युक्त गणना तथा उपप्रमेय' ७ के उपयोग से समीकरण (3:)) का दार्यां पक्ष शून्य को 
अग्रसर करता है अर्थात्‌ 
(/,५ (*) ्ा /,] (४) ) ल्ल् ( ) 


किन्तु अनुक्रम (४, (2) प्रायः सवंत्र (6, 6) में अभिस्रणीय है अतः (#५(७)) भी प्राय: सर्वत्र 
(७, 8) में अभिप्तरणीय होगा । लाम्बिक श्र णी (-) (५, #,) संकलनीय होगी । 


विलोम: माता कि अनुक्रम (/ह) तथा (४७) प्रमेय में दिये गये अनुत्न्धों को संतुष्ट करते हैं 
तथा लाम्बिक श्रेणी (!-)) जिसके गरुणक अनुबन्ध (:2) को संतुष्ट करते हैं, (% #,) संकलनीय है, 
अर्थात्‌ लाम्बिक श्रेणी के (५४ #£५) माध्यों का ग्रतुक्रम (४,(४)) अभिसरणोय है | जैसा कि सवंविदित है कि 
किसी भी अभिप्तरणीय अनुक्रम का प्रत्येक उपानुक्रम भी अभिसरणोय होता है। हम इस निष्कर्ष पर 
पहुंचते हैं कि उपानुक्रम (7,६(४)) भी अभिसरणीय है । चूंकि (,/(४)) एक अभिसरणीय अनुक्रम है, 
उपप्रमेय 2 के उपयोग से यह निष्कर्य निकलता है कि अनुक्रम ६७,/(७)) भी प्राय: स्वत्र अभिष्तरणोय 
होगा । 
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सार्वोकृत फलन वाले कतिपय समाकल-! 


एम० पी० चोबोसा 
गरिणत विभाग, उदयपुर विश्वविद्यालय, उदयपुर 


[ प्राप्त--अप्रेल 2, 973 | 


सारांश 


शर्मा द्वारा पारिभाषित दो चरों वाले सार्वीक्षत $-फलन सम्बन्धी कतिपय सान्‍त समाकलों का 
मान ज्ञात किया गया है। यह फलन कंम्प द फेरी द्वारा पारिभाषित दो चरों वाले हाइपरज्यामितीय 
फलन का सार्वीकरण है। प्राप्त परिणाम सामान्य कोटि के हैं किन्तु विशेष रूप से माइजर के 6-फलन के 
गुणनफल वाले कुछ समाकल प्राप्त हुये हैं । 


3979577930( 


50706 उघांट्शुल्बोीड गेधरणेरसंगर छइण०णल"नॉडटत एण्खटप्ग्म-ा, 29 ४.2. (70754, 
क्‍2९9%/फालाई 6 द्धागटापदा705, एफ्राप्टआए 66 एवडएप०, एवंबाफुपा. 


एए 3 700९ ए९ €एद्यॉपथां€ 5075 76 फ्राटशएवॉ४ इंशएटीएंग? 8०7०-बाॉइटत $-फिटा07 
० एश०0 एथएणां१०658 त८गघटव फ़ज 847फ्राब,.. रधयांड फ्रिटाला 8 3 ए०णलबॉइबा007 ० पएएथा- 
8९०फ्राल्णंट पिलांता 6 छ० एद्वए4700 त5टतव 77 35ःुलदाटा6 दव796 १6 एथलंट,. परफ्े८ 


768परी(5 476 0 8ल्ाला'ब) टीादाब2०९7 बाते उग्र ए7पएटप्रोड्वए। छ८ 09477 50706 770287478 77ए0पए779४ 
6 7704प्८0 67 (267०7 (7-फिए्रटााठप्र, 


4. विषय प्रवेश: 


शर्मा) ने अपने एक अर्वाचीन शोध पत्र में दो चरों वाले फलन को निम्न प्रकार से पारिभाषित 
किया है: 


० ही ((8%8)5 (०५) | 
हे रा 0-- ०) (4.५) (08) फ रा हजार के | हु 
(८ 5, ) (८८); (79) हि] के कल 8: 2 अप) 
6-3, 0-4) | (6०३3 (० 


ः ४ (8; +5+-/) 
हि बन 
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है 7(-०+) 7 7(श-शे 7 7-क्ष+) 77 7(//-/ 
5 2 कल कप मनन पल जलन न लक नल है 6 
7५ कक अर पतस जग का डक आा का १66 द दा 


ए ग्कान) या | 7 (क-) र्ट 7(-6+ 0) 7 7(#-/) 
उच्य 


ह आज, औथ) 


_च4क) 


जहाँ 7., तथा 7. उपयुक्त कंदूर तथा छ, 4, २५, ०. ह, १५ ५ ४, री, ०2 धनपूर्णांक हैं और 2 द्वारा 
निम्नांकित असमिकर्यें तष्ठ होती हैं 9, 227 700, 4>0, 0६प<€क, 05859, 05:०<:0, 
05<:8<0, 0<.4< 7, 77--५&६:4+ ० वेथा 7-- ८ € 4-22 


७-0 तथा १-50 मान सम्मिलित नहीं किये गये, (8,) द्वारा 8,,, 89 ---३ ॥? प्राचलों का सेट 
व्यक्त होता है और संकेत ८५ (४७, ४) से / प्राच लों के सेट 


8 #++ई ४ --१2-- | 


“4 ४्ययाककााछ #कछ क०क कण ०9 9३क१कन०कभन०)ओ ० 


22. |7 १7 
का बोध होता है । 


प्रस्तुत प्रपत्र का उद्देश्य 5-फलन वाले कतिपय सान्‍त समाकलों का मात ज्ञान करना और विशेष 
रूप से माइजर के ०-फलन के गुणनफल सम्बन्धी कतिपय स्षमाकल प्राप्त करता है । चैंकि 6-फलन कई 
विशिष्ट फलन का सार्वीकरण है, अतः प्राप्त सूत्रों से बेसेल, लगए व्हिटेकर फलन तथा कई अन्य 
सम्बद्ध फलन वाले अनेक फल प्राप्त हाग । 


2. अपने शोधकार्य के लिये हमें निम्नाकित फल्नों की आवश्यकता पड़ेगी 


(६) गामा फलन सूत्र [2. 9. £ ()| 


/ः 
7) न्‍| (27) /ह0/१ (कछ) 7४ 3 (८ +;&) पक 


न्‍्न्0 
जहाँ 7: बेन पूर्णाँक है । 
(॥) निश्चित समाकल [6, (3); 0, (0)] 
(4) 28 ८(०+ा (झए 6)%-7(०08 0)/7 पी (६, 8; |?; ४ ८०5 0) ८0 


८7४०॥४ 7(०) 7(8) 7 ( ०--/-- 89) 9.9 
ग(०-+१--०)४ («न- ०) पर 


77(०) >0, 7 (8) ०0, 7(8--०४-०) >> ० के लिये विहित है । 


न. 


सार्वीकृत फलन वाले कतिपय समाकल-/ 25 
(8) | | ॥(6+)9 (झं9 0)%-7 (८08 07-77 477९, (०, 8; ०; ४५१-7/2) शं 0) ८0 
५३ | 


८०7०/श(०) 7(8) 7(०-- 8-- ०-४) 
वज ता 85०7 6 


7(०)>०0, 72(8) 0, 7१(०--०--४) >>0 के लिये विहित है । (2-3) 


(८) वर्मा तथा भोंसले [8, 9. 304 (2-2)] 


ह। ५३7 _(--])0/07(&--8-०) 7 (#/--) (0 नशय्न) !) 
५ 77 जी 77/<& ४१८ ध्> ली 8 पिन 0 तो 
| े ४४/2+8 (] -.४)7४%४7? | (2४--7) ८७४ को क्ि-कऋ) 7 किछ-छ- शे 70 -छ-४+?) 
जहाँ % पेन पूर्णाँक है और #>--२४--! (2-3) 


(८) एडेल्यी [3, 9. 284 ()] 


! ८, / 2०+०+[7(०--) 7(०--४--) 7 (०-3 --!) 
(न) शत 8. मी लत जम कह ० 0 0 


(०) >> --, 7((०)>>-7 के लिये विहित है । (2:60) 


(पा) शर्मा [7, 9. 89 (7)] 


ः 0] रु ! 
(६००) ०० | 6608 6:08). ० 
(८ $, 9.4) | (०५ (० 





3. समाकल 


3. . प्रथम समाकल 
भ्र।2 हि [ 
| ८€:(०+?)20 ($7 9) ०-7 (205 8)2-7 2 (6, 8; गा हर हद 9) 
9 
प्र, 0 
ः -र, /| (8,)35 (०५) भ् 
४ 8, ०) (०..); (88) | शक" ९ । ४0 


(८ ह हा । 4) (०८): (9०) (37 0)7%,2 


573 
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_ श४०/थ (०) 
... (72)? 
[छल ! (४2) ः (०४) 
(($+५ | | 
५ | हा) (4१) 3 (०5) 
| हा --2, 4 ) 2८ (77, --०), /५ (१४४ -+-4+न-8--०-/), (८८); (/+) 
(6-5, 2%8--22- 4 ८ (४, 4--०--०-), (४ (७४, । --98--०--/) 


जहाँ 2(०)-०0, 2(/)>0, 2(०-५-४):>0, % घन पूर्णाक है, 


उिल्ले, 2>27, 2(घ+र्न-8)> (+2+३+%, 2(8-+4--2) > (४-+-4+५०८--2), 


“7(--780/ -+-मर्न्‍)) ०0 < 7० 7<€ <€(4 (७*) 
उपपत्ति 
सिद्ध करने के लिये (3--]) के समाकल्य में (-7) से दो चरों वाले सार्वेक्रेत फलन का मान 
रखते हुये, तथा समाकलनों का क्रम परिवर्तित करते हुये, जो कि वैध है, (3-:2) की प्राप्ति होती है । 


24 8] 8 
ह गहन) 7 7(-- ०-३) 7 7(6/-४) 7 7(-०+-४) 





कषग। जार ाहलइपक कडमाओ 
(297) 7 252. ९ ५ १ 6 
7 व(-॥>४-४१२४ पएट-+४-+ ४) 77 7(०६/-४) 2/ 7(-2/+5) 

च्झक7 है /च्ची पी लि 


०; 
४४ 7(०- 
वच्छिका 


, 


हि 
ई ॥((-./ 
 7(6-) 





€ |ग7।४/2 4 द्दध 7 ९ 0-+- 0477) 6 (8॥77 8) 0--9*-३. (९08 9) 0-7. ेःः | के 
7) ! 0 ] ४ 

४4 2(-.:+--४) 27 (4, 8; 2; ४४१ ८05 0) | 
उच्च 


(3-:9) 


अब 0 समाकल का मान (2-2) की सहायता से निकालने पर तथा फल (2-]) का उपयोग करने 
पर (3--2) 


सार्वीकृत फलन वाले कतिपय समाकल-7 27 


2 2 टः 
77 7(8:+3+47) // 7(--०+शो 7(8/--) 77 7(-6--/) 
नजर, ०, । 7 4 





८7०४7५०) । (। 
(00)? (<ग/)7 न 7५ 

४४ 7॥॥]-8-४5-४) 7४ 7(०:-+४--7) 27 7(०-४) 

हक 


पर 7(-8/--७) 


हे कक 24 


4 77 / ए] 7! | ०-2 ४7-7 7! 6 नलेटय 0] है 
3 2 हो जे कक आओ पा आइक 29 
2 मनश 2 इन कि 2 आम मा मम +म कलम कील मल बल मा अधि 


0, -- । | अत 
॥ ज७-8 7 7-४ कं) 7 75] -+ रू) +*] 


हि कई 772 


पर्व | | [ दल स्टय हर “| (3--3) 


कप 77 


का रूप घारण कर लेता है । 


कंटूर 2 $-तल पर अवस्थित है और आवश्यक हुआ तो अपने लूपों सहित --०० से --४०० होकर 
जाता है जिससे 7(8/-35), (5-7, 2, ..., ०) के पोल कंट्र के दाई ओर रहें तथा.7(] -- ८;--७), (75-!, 


/ नध्एुणए) +, (3 का मा [। शक - क्र |+ 5 


27 ॥7 


(४-, 2, ..., ॥--]) तथा 7[8;+5--7॥], (४5, 2, ..., 7) के पोल कंट्र के बाई ओर । 
इसी प्रकार कंटूर 7, #-तल में रहता है और आवश्यकता हुई तो --४० से --४०० होकर जाता है 
जिससे 7(/-/), (75-0, 2, .... ४). के पोल कंदटूर के दाई ओर और 7"(-०--४), (४5८5१, 


2, ....2) के पोज कंट्र के बाई ओर ही पड़ें । 


(-), की सहायता से (3--3) की विवेचना करने पर उक्त प्रतिबन्धों के अच्तर्गेत (3--) 
प्राप्त होता है । 


विशिष्ट दशा 


प्र--4--7२-- ० होने पर तथा सत्र (2-7) का उपयोग करने पर (3--]) एक ज्ञात फल [6, (3)] 
का रूप घारण कर लेता है । 


सार्वीकृत फलन वाले कृतिपय समाकल-४ ह 2]0 


(-//277"((५+/+-]) 
[फ-/+ एड 


522 ८५ (०, £--/४-£--7) 
तल ) (4...) 3 (०६) 
३ #9253) (०८) ु (9) 


जहाँ #>-/४--, ० तथा / धन पूर्णाक हैं 


| ०्न॑ए2, 0 | ८ (०, “#--)3 ८५ (०, #+ #-+-4)3 (8,)3 (००)७ /५ (०, &न--४-+-८--४)५ 


“ 


8>], 8>, 2(.-- «+-/१) > ((7+9+१/+ ०), 2(श+-4-+-382)> (+4+५०+ ०), 


॥। तप 6060 ७ 2 
| झड़ ० | < [कब्वह-ढ ढ़ 75 79) | शिडड 8 < (क+4+8-6 “4८5 75, 


है &-+-+6+०%-+०7)२० 
[<€7<€:6 <: [<€:4 (3-3-]) 


(3-:3-) की उपपत्ति (3:-) के ही समान है । 


विशिष्ट दशा 
7-45-२२-० मानने पर तथा (2-7) के उपयोग से 


[>लया-क»्य नल) 42००, 


--)//2 7(/--/+- ) 
0 ह- फर्क) हा 7 


7 ज 6 (०, “न 7)3 0 (०, #न-#न+)3 8 (०, #करन#प्न॑2)५ 
2 ८ (०, £#-/८-- 4) 





! 3, 0 ०) (4.५) ३ (98) 


( 52. 7)-- 4 (४८) 3 (72) 
जहाँ / घन पूणाक है तथा #>--#४--7 
8:>, 2:>2, 2(८--१) ० (५/+9)2(4--2) > (७४+ 2) 


सार्वक्षित फलन वाले कतिपय समाकल-ं 


2409 
__ (-//2/ (७--४/--) 
& व ए-फरका एकल 

० 0 0 | 0५ (० #--), 0५ (० &+#+); (8,); (०७), / (० #+-/८--१--2), 

9 कया पा कक क 

सं ( 5 (५...) 5 (8५ ) ; 

(८-5, 9 कक (८८) 5 (>) 
/ 


जहाँ &>-॥/«-!, ० तथा » धन पूरा हैं 
#िस्ले। #सत, 2(+गन-0) >(+9+/+%, 2(स-+-4--2)> (४ +9-- ८-०), 


2 0 0 १ है यो 
| झट ० [< (फ--०+४-३ -$-$ - ) ७ | था 8 | < (प+4+8-5 -ई गा 


2 
2+---- +०2/--०7)) >0 


[<./€७& <€:&€:4 


(3-3-]) 
(3-3-) की उपपत्ति (3--) के ही समान है । 
विशिष्ट दशा 


४--455४९--०० मानने पर तथा (2-7) के उपयोग से 


[ हक -० १ का (2 6) 8 (०७१) ०५ (४ "0०2, 


-)//2/((--/-+- ) 
#॥6-/४+]) महक 
2 0 (०५ #नी 7) ८५ ०, #नी#नी१)3 (० #+2+/०-+-2)५ ग 
2५५७५ /--/४--£--4) 
0 2) (०.) ; (5५) । 
(2 #, 7-4 (4८) (72) 


जहाँ /« घन पूणाकि है तथा #/>> --%--] 


>, 22, 2(०--) > (/+०)2(4--2) > (४+_) 
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! १ ० ( 22 
| छठ ४ | < («+#- जी) ० | आड़  [<(4+8-द्र -5) के 


रे (5 -+#&+ 7-०० न॑ ०.१) >>0 


[ < ०. ।&4 (3-3-2) 


3.4. चौथा समाकल: 
7, 0 , 
79,०80 (के शान ओं 


त 

ह कक 5 ४ ० ) 93078) ८५ 
ना ३ 9-०४) 9-7५ कक 8(]--%) * 

(८5, #8' _4)] (८८)३ (2) 


__27+?+] है ( ०--2॥--£) 
2४0 


5९ 0 82) 6 0, ०7-१+, (8); (०५) 0५७ 7-१+४+) 


2-77, (+2) 5 (2, 0 ०-+77४+-2) रा 
दर 
3, ० ) 
हे ४, कहे है / डा 9 
45 
ह 
0, +> 2, (४2) फ | 


जहाँ 7(०)>-7, 2/(०)>>-!, # घन पूर्णकि है । 
8>, 3>, 2(#+ ०+9)> (--9+%१+9), 24 +4+ 2) > (4 + ३ +9 +%) 
। ४ 8 7 ( 2? 
7 (--2०0|-- २४३) -०० 
[<€: 7.6 <: 4 (3 4.]) 
(3-4-]) की उपपत्ति (3-:-]) के ही तरह है । 
विशिष्ट दशाः 


घ--4-२१--0 मानने पर तथा फल (27) का उपयोग करने पर 


सार्वक्षित फलन वाले कतिपय समाकल-7 22] 


दि (]-»,/((- »)० #,(.. 0., & («(+»)) (०.५) 2 ( 0+ 2) गा 


(6 )५ (५ 
2०+2+4 7"(०--४--) 
"आओ मिशक 8 
[2० /] ८ (2, ०-+7), /(2, 7--)+7); /७ (०, ०--३-४--!), हि 
0, 2) 2 (१, ?र"०+-४#--2) 
आग हे क 
92% 





| 72(०]>--], 7(०) >> -!, » धन पूर्णाक है 
8>, 2>, 2(०--) >> (४/+-9०), 2(4--2) > (6+२2); 


6 (८ 2 
[ दाह 4 | << (०+-/) +-+ ठ -+ 2) 7, | 278 8 | <(अन 52 स्का कक डर) द्मा 
20(--)१०/+-/४१३) 7०० 
]<:&€०« <: [4 ह (34"2) 


कऊतज्ञता-ज्ञापन 


इस शोधपत्र की तैयारी में डा० यू० सी० जेन ने पथ्प्रदर्श किया जिसके लिये लेखक 
आमभारी है । 


निदंश 


, कंम्प द फेरी । क#फ्ाटाउ0ाड ग996786076ए74पढ € 97ए79०४७- 
37067 (ए९४, ए90फएग07768 दे! पस्लद्ापा(०. 


2.  एडल्यी, ए० । लाशारण उ+दा8८९76८॥० पिटा075. भाग 45 
सेकग्राहिल, न्‍्यूयार्क, 953. 


3. वही। पृद्व065 ०ी गधालशुण्बो. वद्ा782070., भाग म7, 
मेकग्राहिल, न्‍्यूयाक 953. 

4. मकराबं, टी० एम० । ७७7. 3776० (]96), 442, 450-452,. 

5, शर्मा, बी० एल० । 0फाटोीडड बेढ-8 96062०6:6 50००४पि0५प९ १6 


98#प75९)७३5, 4963, 7, 26-40 
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७. वही। 
7. वही। 


8. वर्मा तथा भोंसले । 
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व277077& एप्रयाएद्2र08००.... (एए6ल276९७ 
दाह 40053, ४०. # ५ए]-7७5४०. ॥-5070. 
4064, 8&्ाॉंफबाप॑० ७९०४ ०४४०० 268 87८९- 


[0709. ््‌ 
ज्ध्यांग्रद्ाप० १०7९० 2(00 क्‍08 857९८९]079. 


7.९8०णत७७ #प्ाए095 204 2३००७ - 9०]एञ0- 


775 58, 


५४ []373 ?३75॥92 06 /&॥09593706॥737 7?3६7[[८8 
४०!. |6, ३०. 4, (0८८0967", [973, ?38४९६ 223-230 


फ्रिये-जेकोबी श्रेणी की संकलनीयता [78 088, !| का स्थान-निर्धारिण 
आर० एस० चोधरो, 
गरिएत विभाग, शासकीय महाविद्यालय, बड़वानी 


[प्राप्त-- मार्च [4, 973] 
सारांश 


इस शोध पत्र का उद्देश्य यह सिद्ध करना है कि बिन्दु &“--] पर फ़्रिये-जेंकोबी श्रेणी की 
संकलनीयता [7९ 68 ,, !| एक अस्थानीय गरुणधर्म है और उन प्रतिबन्धों का पता लगाना है जिनके 
संतुष्ट होने पर यह एक स्थानीय गुणधर्म होगा । 


395४7 282८ 


॥.0०८टनाॉपिडयठ्प #टॉब्रएमडु ६४० ६9९ डइफ्फप्यबाॉगजए [2 0878, 4| ० झ०फ्रले९४-]०९००फरं 
5€९2प65.. 29 7. 8. (ृ०एएक्ा279, 70९927पा57० 0 ६४ ८४००८४, ( +0ए८०ए76४7६ (५0१[९8८, 
डउिल्‍फ्रबणां, (४. 2.) . 


पुपल 609]6० 00 ए-2ढणा एथुएढए 45 0 [70076 ६7०: इफ्शाणबाणतए |2, 0878, !| ०६ ४४6 
एठफ्ांटा-]8८००३ इध१९३ 0 ४5 -+-] 48 704 8 022 [70967 बाते (0 ॥7एटडापुब/० 6 ००707- 
00758 प्रशत८" छऋरगगदा 7४ ८7 96 ९ए5्प्राटव., 


. माना कि 2०, एक अनन्त श्रेणी है जिसके आंशिक योगों का अनुक्रम (७,) है । हम 


|। श््घ्न्ा न 
# |[658 ४ गज 79 


के 
लिखेंगे | यदि अनुक्रम (7,,) परिसीमित विचरण का हो या दूसरे शब्दों में अनन्त श्रेणी 
द 9236 0 ही 
ग्भिसारी हो तो श्रेणी 25, को परम संकलनीय (7९, 08 ४, ) या संकलनीय [7 08 ४, !| कहते हैं । 
2. माना कि /[&) अन्तराल [-], !] में » के प्रत्येक मान के लिए इस प्रकार परिभाषित है 
कि |. ([ - ४)१(] -- ४)? /(४) ८४ (2*]) 


37 4 
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लेबेग की परिभाषा के अनुसार अभिसारी है। फलन /(») से सम्बन्धित फूरिये-जेकोबी श्र णी निम्नलिखित 


(७)०२ 22 2 सन ए०,(<) (2-2) 
जिसमें 
सम जी 
ग ् 2%+0+7[7"#॥ नाक नर ) क्या 
( (-9०0+28/6) 2५ / 0१० 
हमने माना है कि 


9% (७) -- (अं 2) (००5 ड शा (८०५ 6) (2-3) 


हाल ही में गुप्ता? ने अन्तराल [--, !] के सीमान्‍्त बिन्दुओं पर श्रेणी (22) के लिए परम 
संकलतीयता के स्थान-निर्धारण सम्बन्धी विषय पर एक शोधपत्र प्रकाशित किया है। इस शोधपत्र के 
प्रमेय में उन्होंने यह सिद्ध किया है कि बिन्दु &--+-] पर श्रेणी (2-2) की संकलनीयता |८, $+०«| एक 
अस्थानीय-गुणधर्म है अर्थात्‌ वह बिन्दु &--+! के लघु समीषप्य में जतक फलन के व्यवहार पर निर्भर 
नहीं करती है। परम चिजारों संकलनीयता के सामंजस्य प्रमेय (2) के अनुसार यह स्पष्ट है कि श्रेणी 
(2-2) की संकलनीयता |८, !| एक अस्थानीय गुणधर्म है । 


इस शोघधपत्र का उद्देश्य अन्तराल [--, ] के थिन्दु &----] पर श्रेणी (2-2) के लिए, संकल- 
नीयता [72 0०8 ४, !| का स्थान निर्धारित करना है। प्रयम प्रमेय में हम यह सिद्ध करेंगे कि बिन्दु 
४>5--] पर श्रेणी की संकलनीयता |2२, ।08 ४, !| भी एक अस्थानीय गुणघरमम है। प्रश्न यह उठता है 
कि बिन्दु &---+-] पर श्रेणी (2-2) के सामान्य पदों पर क्‍या प्रतिबन्ध होता चाहिये, ताकि श्रेणी की 
संकलनीयता |/0, 08 ४, !|, बिन्दु &---! के लघु समीप्य में जनक फलन के व्यवहार पर निर्भर हो। 
दूसरे प्रमेय में हम इन्ही प्रतिबन्धों का पता लगायेंगे, जिनके संतुष्ट होने पर श्रेणी की संकलनीयता 
[72, 08 ४, ]| एक स्थानीय गुणधर्म होगा। संकलनीयता |०, !| से सम्बन्धित इसी प्रकार के प्रति- 
बन्धों पर लेखक" ने एक प्रमेय दिया है । 


हम निम्नलिखित दो प्रमेय सिद्ध करेंगे जो फ़्रिये श्रेणी पर क्रमश: महन्ती4 तथा मट्‌टठ* के 
प्रमेयों के अनुरूप हैं । 


प्रमेथ 8: --३<०००३, 8-7 के लिए बिन्दू &----! पर श्रेणी (2:2) की संकलनीयता 
[20 08 2, !| एक स्थानीय गुणधर्म नहीं है । यदि यह भी मान लिया जाय कि फलन /(&) बिन्दुओं 
&-२+7 तथा ४----7 के लघु समीप्य में शून्य है, तो भी यह आवश्यक नहीं है कि श्रणी बिन्दु &चत्न7 
पर |70 ]08 ४, ।| संकलनीय होगी । 
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प्रमेय 2: यदि 
|[0,(% | मे 
१५ [02 दमा (575) 
और  0<०< 3), 70 के लिए 
कर [४८० (४) | 
|, . हे 'गठ के #क्ाड़ +?? (2-5) 
(अंग है, 


हो, तो श्रेणी 20,,(४) की संकलनीयता [7९, 08 ४, ।|, बिन्दु <-5-+- के लघ्‌ समीप्य में जनक फलन 
के व्यवहार पर निर्मर करेगी । 


व्प्पिरिणयाँ 


]. टीक इसी प्रकार के प्रमेय बिन्दु ४+->-- के लिए भी दिये जा सकते हैं । इसके लिए 
हमें उपर्यक्त प्रमेयों में « तथा / प्राचलों में हेर-फेर करना होगा । 


2. प्रमेय । के अनुसार यह भी सिद्ध किया जा सकता है कि बिन्दु &--्+ं पर श्रेणी (2-2) 
की संकलनीयतायें [#2, 08 », !|, |70, 08 08 0०8 ४, |... फलन के गुणधर्म पर निर्भर नहीं 
करती हैं । 


3. यह बात विशेष रूप से ध्यान देने की है कि श्रेणी 20,(४) की संकलनीयता |, 08 %, !| 
के लिये 


०५(५४) _ 
या ७ उषा | 
8 08 7४ 


का होना एक आवश्यक प्रतिबन्ध है, जेसा कि प्रमेयिका 3 से विदित है । 


3. यहाँ हम विशभन्न लेखकों द्वारा सिद्ध किये गये कुछ ऐसे परिणामों को उद्धुत कर रहे हैं, जिनकी 
हमें आगे चलकर आवश्यकता पड़ेगी । 


प्रमेथिका' । : माता कि ॥(७), ४८-!, 2... अन्तराल [०, 2] पर एक मापनीय फलन है, जहाँ 
कि 8-८६: ०० तो फलन #&(») $(»), ४--, 2... के, श्रन्तराल [०, 8] पर समाकलन होने तथा श्रेणी 





3 । | /(0४(७ #% 


के अभिसारी होने के लिये आवश्यक और पर्याप्त प्रतिबन्ध यह है कि 2| /,(>)| प्ावश्यक रूप से 
परिसीमित हो । ह द 
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प्रमेथिका' 2 : यदिश्रेणी 


> _5 गा 


7 ।089 7४ 





अभिसारी है, तो अनुक्रम (5,] संकलनीय [2९, 08 #, ! | होगा । 


प्रसेधिका' 3: यदि श्रेण 50, संकलनीय [7?, 08 ४, !| है, तो श्र णी 
((॥| 


72 08 # 





(3-2) 
अभिसारी होगा । 


प्रमेयथिका' 5: ०, 877--7 तथा 0<< क्र के लिये 


0; ०2 ्कुँ:7५ कै 7 
4 ५(००४ 8) ग4/(< 5770 <$) (अप ) ( 522 2, 


| ००8) है (४ ! 228 233 ) गा ठर (०-2) | रन | (3-3) 


72 577) 6 


जिसमें कि 
८ पु 7(४-+ [8--4 ) 
८० ककु+ब 69 5 ८) 


प्रमेधिका? 5 : यदि ० तथा / स्वेच्छ वास्तविक अचर हैं तो 


9 


मम 
(2॥-- ०--/2 -+-2) (! --») 


6--,/2 9 (॥--०-- ] ) 4 


2, (७5 (3-4) 


ओर 
(2/-- ०-+-/2 -+2) (।--*१) थे ह (2) नै (४-० --/2-+- ) | ((28--०--/१-4)% 


-+(०- 8))7 से 2(७+)7,0 ()] (3-5) 


(3-4) और (3-5) को मिलाने पर हमें निम्नलिखित सूत्र मिलेगा : 


(०, |8) (]--%४).. 4 ..(०५/) 33) 
 बक (४) बह हा ठप ( ) री हा] ( ) (3 6) 


प्रमेयिका 6 : यदि ८०-३२, />-3, तो 0<$<# में समान रूप से 


हे (८०05 ९) 0 #7/ (अं के न, 008 7 (37 
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यह परिणाम 0<क<#/2 के लिये, झेंगो के सम्बन्ध (7.32.5) से स्पष्ट है तथा ५ और 
के हेरफेर से बर(/2<$ <क के लिये उपयुक्त हो जाता है । 
4. प्रमेय ! की उपपत्ति : 


प्रमेयिका 3 को दृष्टि में रखते हुए यह दिखाना पर्याप्त होगा कि अन्तराल [०, £](0<४< /<< #) 
प्र समाकलनीय एकफलन #£($) इस अकार है कि 


पर (28--०--,9--) >(०57) 
मर व 72 0298 7१४ कप () 


7०2 


| 4"(५) (--००४ ९) 
(4 -- ९०8 ५)” 2४) (८०४ कु) 0 $ ६८९ |--ौ7००, 
जहाँ | () हा हा: 


प्रमेयिक 4 से : 


० 8 (20 4-०-+-3-+-7 ) ० फ् न 
7> 4 कक जन ४ ($) [भंग #- 


(८० जा ्छ बगल ज़ अंग ) ०05 दि ८05 [$ (हे ०-8 -+ ) 





नल 2 (०१% |- हक शुब्कीरिया 


प्र्ल्टै 


(भंग 67५०६ ऋथ कु मठ कड़ा | ण्)) 005 है ० क्र) । 


न्‍| माना कि 7,,.,--२३,७ 


(20--०--/9 -+ ) हा 
72 ।08 7४ हर | (४) 





अब 
८ के 
पल पा ]082 १ 7४ ऋ। 
न्‍ू 0(])2]//3/27% ]08 ४ 
--+ 0(), क्योंकि --3&०< ह- 
हम यह भी पाते हैं कि 


हर (2॥--०-/ 7) 7०(/,, ८08 [#(छन रू 5 (८-7 3) ] 





नह 7 ।08 7 
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20--०-+ -- ! » (22४-- ०-- 8 -- !) 
ब्त . #ठ88 68828 


१८ _7. 
9 बनक 
जद ही] 4082 7; ४. थे 





#च्च्दि 





770(:,, 205 2 [8९४  अकस था -) ज- दर (० +ड) ि ७8 


अतः प्रमेयिका । से यह स्पष्ट हो जाता है क्रि एक ऐसा फलन ४" (४, सम्भव है जिसके लिये 
धआर०% जेसे #-> ०० इस प्रकार प्रमेय उत्पन्न हो जाता है । 


5. प्रभ्नेय 2 की उपपत्ति : 
(2-2) से 


(2४7-०--8--)/(४--])77॥ ०-8 -। !) | श्र 
7 


([+-००४ $)%(०० $) #(४ 0५५ 0) ७०१? (..५ 0) उफ 6 ८8. (5-) 


अतः बिन्द्र ४---! पर 


ए,,() -- (20 4 ०--(8-- [) 7४ -_. )/(४-- ७--/8-- !) | ४ (#8--८-- ) 
के था उियकाक +ब्काशक्य9 -+-4) ॥(«-- )2(४--]) 





४ ([--००5 $)%(| -[-८05 $)/ /(८05 9) आप (८05 ६) आए 6 46. 
आग्र श्काफ” का अनुसरण करते हुए 
५ ५. 33 
५()552%+6+7%, | (अंग मे | गढ़) हर (५ $०॥ 


2० 87 [(४--०--१+2)  2-०-#-व न 
५ “£(०७+4) ०! (/४--8--4) 4 (०--८) 


(3:6) को उपयोग करने पर 


नी 


७, () हज हा) | (अंत ) (००४ ) 87 # / (205 ९) 


(4-- 005 9) ( ना )| -+2%+8+7 /, 





४-5 ९०05 ४ 


र्ग्छ 


| (अप ऐ आंध । 008 ) (०० ५) अब. (००५ 6)५५. 
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अरब 


हा (48॥ | ट ) (०० 5 9) (००५ 9) (!--००5 6) । 577 ४, 0), %८-005 6 


मिक | 77७) (]--८०४ $) ्ि 70» (८०5 9)०४ ) 


कप +- | 7768) 877 $॑ छः है (८०४ () ५४% -- | ([---००$ 6) रा (208 6) ८४४ (५) . 


अतः 
__ 29०+ 3 ष् (०8) गा 
8) 5 उपब्यड्यय £ |, +००४) 7५ / (०० ३)०४७) 
!_०0०+॥।8+7 [ । | 53 ») | हे र बा 
2 का फम्ब्यफ़या) ॥) | ; (अं 05 ह क्‍ 
/(०० ९) 2५2 (०० $)० 
मे 2 ५ (८८५ /3) 7 
है फ्शब्यहका ( | ० ((+८०४ ९) 2, (५००४ $) ४४ (५) 
जम आय 
(#८- ० या /४ -+- 4) ०| ५ हा ) 2 ८08 ) 
6+%/2+. ॥ +- ० -+- मर, 224 30.+ / 3/3+7 
+2 52: पा मं फ ॥) लक ठु ) 
/(०्छ $) 2777 (०० $) 2५ 


नन्माना कि ७,,, +७५,५+७५,» जहाँ कि ४ एक छोटा नियत अचर है । 


अनुक्रम (७,()) संकलनीय' |7?, !08 », | होगा यदि अनुक्रम (७,,,)(७,, ») और 4७...) 
संकलनोीय |7, 08 ४, | हो । प्रमेयिका ? को दृष्टि में रखते हुए तथा प्रावकलन के अनुसार 


3028] _ [/%()| _ 
बा 68% अटल मे 08 ४ सा 2 क 


अत: प्रमेय को सिद्ध करने के लिये यह दिखाना पर्याप्त होगा कि अनुक्रम (७,,») संकलनीय 
[%, 68 5, !| है । प्रमेयिका £ के अनुसार यह तब होगा, जब हम यह सिद्ध करें कि 


हे कल 
4 408 7 
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अब प्रमेयिका 6 का उपयोग करने पर 
हक _ [ 2/# (५) 


77९3 हित मकर कहिक 28 88, 
70/55% 0७ + 


7 0878 क 9 /.. ९ या हक 
877]--- (05 
(अप > 


४ 02% 


ध ] 
-0(3)2 ,५५-० 60! (25) से 


*-0०(), क्योंकि 0<८< ३. 
इस प्रकार प्रमेय उपपन्न हो जाता है। 
कृतज्नता-ज्ञापन 


लेखक प्रोफेसर धर्मप्रकाश गुप्ता का आभारी है जिन्होंने इस शोधपत्र की तैयारी में मार्ग- 
दर्शन किया । 


निर्देश 
!, गुप्ता, डी० पी० । जने० लन्दन संथ० सोसा०, 797], 4, 337.945. 
2. कोगबेतलियाँज, ई० । बुल०डस साइन्सेस मायेमाटिक, ] 425, 49, 234.956, 
3. चौधरी, झआर० एस० । विक्रम साइंस जन ० ( प्रकाशनीय) 
4. महन्ती, आर० | जन ० लन्दन सेथ० सोसा०, ] 950, 25, 67-78. 
5. भट्ठ, एस० एन० । तोहोकु मेथमेटिकल जन ०, 959, ॥, 3-9. 
6. बोभान्की, एल० एस० तथा केस्टलमेत, एच० | प्रोसी० लन्दन सैथ० सोसा०, 939, 45, ६8-97. 
7. आदब्रे इकाफ, एन० । सोफिया युनिवर्सिटी जर्न॑०, 93 9, !, 39-33, 
8. भेगो, जी० । आर्थोगोनल पालिनामियल्स, 959. 


४]73॥3 ?०75030 /» ॥053॥04]3॥ 7? 3६7[८8 
४०. 6, ।४०. 4, 0८८०७७/, ।973, २2९5 23|-234 


उत्तर प्रदेश का क्षारीय मृदाओं में प्राप्पय सीसा 


शिवगोपाल मिश्र तथा गिरीश पाण्डेय 
कृषि रसायन अनुभाग, रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय 


[ प्राप्त--अ्रक्टूबर , 973 |] 
सारांश 


उत्तर प्रदेश के 4 जिलों के श्रोौद्योगिक क्षेत्रों एवं सड़कों के पाश्वे की क्षारीय मिट्टियों के सतही 
नमूने लिये गए जिनमें विनिमेय सीसा की मात्रा ज्ञात की गई । इन मिट्टियों में प्राप्प सीसा 0 से 
0-88 अंश दस लक्षांश तक पाया गया । मृदा के रासायनिक गुणों, जैसे पी-एच, कैल्सियम कार्बोनिट 
कार्बनिक कार्बव तथा प्राप्य सीसा के मध्य प्रतिलोमानुपाती सम्बन्ध पाया गया । 


395६79 ८६ 


[,€बतें 25 8 ६78९९ शॉंल्प्ल था बज उद्दोांगर-गाएहोंगां उगञा5 ०१ एल एलल्‍नतटड5), 529 
5. ७. 'थीझब बाते 5. ?87०व८०, 3870पॉपपाब। (शाट्मांडए 56०7 ०07४, (7650५ स्‍26047777८7 
[ापएाआाए ०६ :970902405, 334 040. 


5पचश06 80० इक्वाग्मा॥865 0 इ्यॉग-बएबी फट 6 0प्रा।टा कंडलंटा3 0 ए. ए. ७०+८ 
ढठ06टा*्व, वष्मठ85ट इद्यायएॉस्‍68 छाए ऐबॉटटए 07 776 7059 5065 ९०एटापगरए टॉपर ९त 27वें 
एएरवंपडफांबो 47635 0 छ. ९. गणते 80०295९व 67 लाए ूटा2785००९ [6०१, फ्रट४९ 508 ८00- 
६77८0 0 ६० 0:88 कण बरब्ाबो5 एऊ), 7४ छ45$ 06952०0८वँँ (४28५ 2णद्नी270९ [ट्ववत जए्द्ा<पे 


प्ाएटडटॉए ध्यांग्र (300,, 07इ०07० ९ ब्यव छात्त स्क्वांप०5 07696 505. 


यद्यपि सीसा पौधों के लिए आवश्यक तत्व नहीं है किन्तु यदि पौधों एवं मिट्टियों में इसकों 
अधिकता हो तो विषज्ञा प्रभाव पड़ता है। सड़कों के आस-पास जहाँ से अत्यधिक वाहन गुजरते हैं एवं 
ओद्योगिक क्षेत्रों के आस-पास वाहनों से निकलने वाले घुप्रों के शोषण एवं उससे निकले पेट्रोल में निहित 
टेट्राएथिल लेड के होने से अधिक सीसा पाये जाने को सम्भावना रहती है। इस प्रकार मानव एवं 
पशुजीवन पर सीसे की अ्रधिक मात्रा का बहुत हानिकारक प्रभाव पड़ता है [विल्सन (962) कैनान 
एवं वोलेस (962) | । स्पष्टतः सीसा सभी जीवधारियों के लिए बिषाक्त है । द 
32 5 | 
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(५0 0) 6-0-0:0 
([[-0) 9 .0-50:0 
([.0) 05-0-50:0 
(5].0) 05-0:0-0 
दाः0 

($].0) 8#:05%0:0 
(+-0) 05:0:80:0 
(8-0) 58:0:980:0 
(8[.0) *6-0-द-0 
(6[-0) 07:0-80-0 
(8-0) 58:0-80:0 
05-0 

([2:0) 87:0:70:0 
(/6*0) 88-0:%0:0 


॥9.3 2०8९) 


(/09:0) 070--98 6-0 
(888-0) 560-]-5/-9-0 

9/८-0 
(0५[.]) 080-द-69'0 
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लेकतेन (967) के अतुसार अम्लीय मिट्टियों में सीसा की अधिक विलेयता के कारण पौधों को 
अधिक सीसा प्राप्त होता है जिससे इत पौधों को चरते वाले पशुओं में मयंकर रोग उत्पन्न होते हैं । 
हेमाण्ड तथा एरोसान (964) और मार्टंन एवं हेमाण्ड (966) ने सूचित किया कि यदि पशुओं के सखें 
चारे में 50 अंश ?0/दशलक्षांश हो तो वह बहुत ही विषाक्त होता है । 

संसार का मिट्टियों में 5-50 अंश सीसा पाया गया है (स्वेन 955) । अभी तक भारतवर्ष 
की मिट्टियों में न तो सीसे की कुल मात्रा की और न उपलब्ध मात्रा की सूचना प्राप्त है। इसी दृष्टि से 
हमने क्षारीय मिद्दियों में लेश तत्वों की उपलब्धि ज्ञात करते समय इन मिट्ठियों में उपलब्ध सीसे की 
मात्रा भी ज्ञात करना उचित समझा । 

द प्रयोगात्मक 

सीसे के अव्ययन के लिये उत्तर प्रदेश के 44 जिलों से मिट्टियों के 65 नमने इकठठे किए गए 
ये नमते औद्योगिक क्षेत्रों एवं सड़कों के पाश्व से लिए गए | विशेषतया जहां पेट्रोल टंकियां वनी हैं, उतके 
आस-पास के नमने लिए गए हैं। इत सतही नमनों को सखा कर पीस लिया गया । इनका विश्लेषण 
पी-एच, कल्सियम का्बोनिट, काबंनिक कार्बेत तथा विनिमेय सीसा के लिए किया गया । 


मिट्टियों मे विनिमिय सीसा निष्कषित करने के लिए ४ अमोनियम ऐसीटेट मिला कर हिलाया 
गया । दूसरे दिन सेन्‍्द्रीफूयूज करने के बाद छनित से 25 मि०ली० लेकर सीसा की मात्रा डाइथिजोन 
विधि (सेंडिल ]937) द्वारा ज्ञात की गयी । 


विवेचना 
मिट्टियों के कुछ रासायनिक गुणधर्मं सारणी ! में दिये गए हैं। इनसे यह स्पष्ट हो जाता है 
कि सभी मिट्टिया ग्रल्पक्षारीय या क्षारोय हैं। इनमें ५४००५४०), तथा कार्बन को भी मात्रा अधिक है। 
जो नमूते पेट्रोल टंकियों के आस-पास से लिए गए हैं वे देखने में काले तथा उच्च कार्बन युक्‍त हैं । 


हमने अमोनियम ऐसी2ट को ही निष्कष ण॒ के लिए इसलिए चना क्योंकि अधिकांश सक्ष्ममात्रिक 
तत्वों की प्राप्य मात्रायें इती के प्रयोग से ज्ञात की जाती हैं। यह विनिमेय 99 को ही विलयित रख 
सकता है अत: जो भी आंकड़े प्राप्त हुए हैं वे विनिमेय 79 के होंगे । इन मिट्टियों में विनिमेय 79 की 
मात्रा सुल्तानपुर जिले में सबसे कम (0:05 अंश) और बलिया जिले में सब्से अधिक (0:27 अंश) 
पायी गयी । यह भी स्पष्ट है कि पूर्वी क्षेत्रों में उपलब्ध सीसा की मात्रा प्रधिक है और पश्चिमी क्षेत्रों 
में कम । 

उत्तर प्रदेश के 4 जिलों में प्राप्प सीसा की मात्रायें निम्न क्रम में पायी गयीं : 


बलिया (0-27 श्ंश) > गाजीपुर (0-:2] अंश) > मिर्जापुर (-20 अंश) फतेहपुर (0-9 अंश) >> 
झाजमगढ़ (0:9 अंश)> वाराणसी (08 अंश)->> लखनऊ (0:8 अंश)>> रायबरेली (-4 अंश) 
>प्रतापगढ (0-4 अंश) >> जौनपुर (:2 अंश)-> कानपुर (:-] भ्रंश) --उन्‍नाव (0-]] अंश) 
> इलाहाबाद (0:7] अंश) > सुल्तानपुर (0:08 अंश) । 
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सारणी ! में दिए गए मिट्टियों के रासायनिक गुणधर्मो-- पी-एच, (७०0 एवं कार्बनिक कार्बन 
से स्पष्ट है कि ये तीनों कारक सम्मिलित रूप से सीसे की उपलब्धता पर प्रमाव डालते हैं । 


पक 


निर्देश 


). सेण्डेल, ई० वी० । 


2, विल्‍लसन, ए० एल० । 

3. कैनान, एच० एल० तथा वोलेस, जे० एम० । 
4. लेकनेन; ई० । 

5. हैमाण्ड पी० वी० तथा एरोसान, ए० एल० । 
6. मार्टन, जी० सी० तथा हैमाण्ड, पी० वी० । 


7. स्वबेन, डी० जें० । 


8. मैक्‍लीन, ए० जें० तथा अन्य । 
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पश्चिमी सोन घाटी के का्बनिट अवसादों का अध्ययन 


राय अवधेश कुमार श्रीवास्तव तथा महाराज नारायण महरोत्रा 
भौमिकी विभाग, काशी हिन्द्‌ विश्वविद्यालय, वाराणसी-22005 


[ प्राप्त--मई 2, 973 ] 


सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र उत्तर प्रदेश तथा मध्य प्रदेश बी सीमा में फैले हुये एक अविकरूत क्षेत्र में 
विद्यमान चूना पत्थरों के सम्भावित औद्योगिक उपयोगों से सम्बन्धित है। यहां विन्ध्य परा संघ के रोहतास 
तथा फान चूना पत्थर विगोपित हैं। इन काबनिट शैलों के स्थूल एवं सूक्ष्मदर्शीय अध्ययन, रासायनिक 
विश्लेषण, अविलेय भ्रवशेषों, विभेदक तापीय विश्लेषण (70.7'.3.) तथा अवरक्त अध्ययनों (. 7.) 
से ज्ञात हुआ है कि रोहतास चूना पत्थर विशुद्ध केल्सियम का्बनिट (2०00,--85%) माइक्राइट है 
तथा फान चूना पत्थर कल्सियम-मंग्नीशियम कार्बोनिट (23 ७४ ((/0,),--75%,) डोलोमाक्रोस्पेराइट 
है। इनमें से पहले का उपयोग सीमेंट बनाने तथा चूना तैयार करने में किया जा सकता है। इसके 
अतिरिक्त लौह उद्योग की वात्या भट्टियों में मी यह गालक के रूप में काम में लाया जा सकता है। 
विनिर्देशों के अनुसार [यह कागज उद्योग के लिये भी उपयुक्त है। जल-उपचार, कृषि तथा खाद 
उद्योग आदि के लिये भी यह चूना पत्थर उपयोगी है । इसके विपरीत फान चूना पत्थर सड़क-एस्फाल्ट 
के रूप में प्रयोग किया जा सकता है । 


37975(४72८(६ 
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वह प्राद845०0फ्ांट बाते 70 0520[90० #पव[65, टंधययंट4] 279ए863, 4750 पाँ०९ #€४त प्र८, 
क्‍2.4.0. बतव वर पता #लएट्कों पीछा रि०्ातरड वुप्राट#त्य6 टटराब्रंपड कांड [7९27८८7088८ 
(83%) 06 (४8(९0, 8700 ३5 फ्शांटापंतठ 7 गक्वापएठ, छाल 76 #द्वए0 व्रगाल्श076 438 |00थशा0९०05- 
एप जा (9 8 (५३), एा7ा06 एव 75%, पाठ तिप्यढा फ्रावए 568 पढ़लते गा टल्याठा, 
[ा6, एव0०8/ खाते 47 085 ि78९८65,.. 4 ३8 द्वाड0 इप्या8९ 607 एद्घा००-९६७770770, 42772प/(प८ 
बाते तरल वंग्रदाषफाहड,.. वगराह सब फिमाटशा00र टब्या ऐट ध्यॉए प्रडट्वे 68 #0ब१ 
2४07 दो. 


निम्त विच्ध्य शैलों के मौमिकीय अध्ययन के लिये सोन घाटी हमारे देश की सर्वोत्तम प्राकतिक 
स्थलो है। यहाँ निम्न विन्ध्य शेल समूह, जिन्हें सेमरी संघ भी कहा जाता है, अविध्न रूप से स्तृतीय- 
क्रम में विगोषित है । अश्म-विज्ञान की दृष्टि से इनके अन्तर्गत संगुटिकाश्म, पॉरसेलेनाइट, शेल, बलुआ 
पत्थर तथा चूना पत्थर के शैल संस्तर आते हैं । 


प्रस्तुत शोघ पत्र में मिर्जापुर (उ० प्र०) तथा सिधी (म० प्र०) के लगभग 200 वर्ग कि०्मी० 
मापित क्षेत्र (82*45' से 83% देशान्तरों एवं 24१90” से 244०” ग्रक्षांशों के बीच का क्षेत्र) में 
विद्यमान काबनिट शैलों का वन किया गया है तथा विभिन्न उद्योगों में उनके उपयोगों की संभावनाओं 
का ग्राथिक मूल्यांक॥] प्रस्तुत किया गया है । | 


पूरव॑वर्तो-कार्य: विन्ध्य परा संघ के शैलों का वैज्ञानिक अध्ययन आज से लगभग एक शताब्दी पूर्व प्रारम्म 
हुआ था। सर्वप्रथम थायस श्रोल्डम नें (859) विन्ध्य शैलों का अध्ययन कर उन्हें तीन श्रेणियों में विभकत 
किया । तदनन्तर मेडलिकाट (860) तथा मैलट (869) ने इन शैलों की भौभिकीय समीक्षा प्रस्तुत 
की । अ्रवसादनी की दृष्टि से इस क्षेत्र में सर्वाधिक महत्वपूर्ण कार्य आडेत (933) का है. जिन्होंने इन 
शैलों का विस्तृत अव्ययत कर, उनके उद्गम की विबेचना प्रस्तुत वी । विस्ध्य शैलों पर किये गये 
पूर्ववर्ती कार्यों की समीक्षा मिश्रा (969) ने भारतीय विज्ञान कांग्रेस के भौमिकी प्रभाग में 
दिये गये अपने: अध्यक्षीय: भाषण -में की है। पिछले वर्षों से विभिन्न विश्वविद्यालय, तेल तथा 
श्राकृतिक गेस आयोग एवं भारतीय मौमिकीय सर्वेक्षण विभाग भी इन अवसादों के अध्ययन में 
लगे हुये हैं । 


प्रयोगात्मक 
क्षेत्र- स्तृतो 


अस्तुत शोध क्षेत्र में काबतिट शैलों के दो एकक मिलते हैं, जिन्हें फान चुना पत्थर तथा रोहतास 
चूना पथत्र की संज्ञा दी गई है। इनका स्तृती क्रम तथा स्थिति सारणी ! में दिया गया है । 
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शोध क्षेत्र का स्तृती-क्रम' 
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क्षेत्र में काबंनिट शेलों का वितरण 


प्रस्तुत शोध क्षेत्र में फात चूना पत्थर सोन नदी के दक्षिण तटीय भागों में विगोषित हैं (चित्र )। 
इनकी सामान्‍य अनुदैध्य दिशा पूर्व-पश्चिम तथा नति 0* से 25" तक उत्तर की ओर है। इस चूना 
पत्थर के उत्तम दृश्यांश बरगांवां (24?35' : 825“), सेमिया टोला तथा रतनपुरा (24733 : 82745”) 
गांवों के आस-पास के इलाकों में मिलते हैं। चुना पत्थरों के संस्तरों की मोटाई 50 से०मी० से लेकर 
एक मीटर से अधिक तक है तथा सम्पूर्ण मोटाई लगमग ]00 मीटर है । 


रोहतास चुनापत्थर सेमरी संघ का सबसे ऊपरी शेल समूह हैं। इस चूना पत्थर के अनावरण 
मुख्यतः सोना नदी के उत्तरी किनारे की झोर कैमूर पहाड़ियों के दक्षिणी कगारों में गुरगांवां (2437 : 
8250”) तथ ग्रदा (24०86” : 82059”) के मध्य पाये गये हैं (चित्र ))। फान चूना पत्थर के समान 
इनकी भी अनुदैध्यं दिशा पूर्व -पश्चिम है तथा नति 0” से 50? तक उत्तर की ओर है। इस चूना पत्थर 
के संस्तरों की मोटाई 30 सेग्मी० से लेकर एक मीटर तक तथा सम्पूर्ण मोटाई 20 मीटर के 
लगभग है । । द 
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चित्र ). फान चूनापत्थर तथा रोहतास चनापत्थर ये क्षत्रीय विगोपन । 
४--/£ विश्लेषित प्रतिदर्शों की स्थिति दशति हैं । 


फान चूना पत्थरों में बिद्यमात स्ट्रोमेटोलाइटी” संरचनायें विशेष रूप से उल्लेखनीय हैं। ये 
संरचनायें सामान्यतः: शंकु आकृति दर्शाती हैं जिनमें चर्ट और काबबोनिट की एकान्‍्तर प ट्रिय/ दिखाई देती 
हैं (इनका विवेचन अन्यत्र किया जायेगा) । इन संरचनाओं के अतिरिक्त फान चूनाश्मों के संस्तरों में 
छोटे पंमाने पर बलन दिखाई देते हैं तथा कहीं कहीं तरंग चिन्ह भी दृष्टिगोचर होते हैं । 


रोहतास चूनाश्मों में मी लघु बलत विद्यमान हैं तथा कहीं कहीं पर 'स्टाइलोलाइट” संरचना 
दिखाई देती है । बिमेदक अपक्षय के परिणामस्वरूप इन शैलों में यत्र-तत्र प्रोदबर्ध (?70प०7377८८) 
विकसित हुये हैं जो रंग भेद के कारण क्षेत्र में स्पष्टतया दिखाई देते हैं । 
'शल वर्णना 

फान चूना पत्थर: यह शल अपने हल्के पीतबम्र्‌ रंग के कारण क्षेत्र में सरलता से पहचाने 
जाते हैं। आडेत (933) ते इसी रंग (यथा अंग्रेजी में फात रंग) के आधार पर इनका नामकरण किया । 
ये चूनाश्म सिलिकामय तथा चर्टमय हैं। क्षेत्र में इन शैलों पर डोलोमाइटीभमवन सिलिकाभ प्रक्रियाओं 


के विभिन्न प्रभाव स्पष्ट दिखाई देते हैं । इन चूना पत्थरों की ऊपरी सतंह अपक्षय के परिणामस्वरूप 
हाथी के चमड़े के समान दिखाई देती है, जैसा डोलोमाइट शैलों में वहुघा देखने को मिलता है । 


विभेदक तापीय विश्लेषण (70.7'.8.) तथा अवरक्त अध्ययन ([. 7२. ) से इस बात की पुष्टि 
हुई है कि इत शैलों का प्रमुख कार्बोतिट डोलोमाइट है । 


पश्चिमी सोन घाटी के काबनिट अवसाद 939 


सूक्ष्मदर्शीय अध्ययन करने पर ज्ञात होता है कि ये शेल मुख्यत: डोलोमाइक्रोस्पेराइंट (बिसेल 
तथा चिलन्जर 967) प्रकृति के हैं जिनमें डोलोमाइक्रोस्पार (0 से 5 माइक्रोत तक) की मात्रा 
डोलोमाइक्राइट (4 माइक्रोन तक) से अधिक है। डोलोमाइक्रोस्पार कणों के बीच के रिक्त स्थानीं को 
डोलोमाइक्राइट ने ग्रहण कर रखा है (चित्र 2) | कुछ पतले काटों में डोलोमाइक्रोस्पार कण एक 
दूसरे के अत्यधिक समीप हैं । इसके अतिरिक्त क्वाटज़ के सूक्ष्म करा भी दिखाई देते हैं जिनमें सामान्यतः: 
तरंग विलोप विद्यमान है । ग्लकोनाइट तथा बायोटाइट खनिज अत्यल्प मात्रा में मिलते हैं। अपारदर्शी 
खनिज मंग्नेटाइट तथा हीमेटाइट के कण भी कुछ पतले काटों में मिले हैं । 





चित्र 2. फान चुनापत्थर »<90 


लक. 


रोहतास चना पत्थर: इन शेलों का रंग साधारणतया घूसर है। क्षेत्र में ये शेल उत्तम ढंग से 
संस्तरित हैं । 

विभेदक तापीय विश्लेषण तथा अवरक्त अध्ययन से ज्ञात हुआ है कि इन शौलों का प्रमुख 
काबनिट केल्साइट है । । अर 


इत चूनाश्मों के सूक्ष्मदर्शीय अध्ययन से ज्ञात होता है कि ये 'मुख्यत: माइक्राइटिक (बिसेल तथा 
चिलञ्जर 937) प्रकृति के हैं अर्थात्‌ इन शैलों के अधिकतर काबनिट कर 5 माइक्रोन तक हैं (चित्र 3) । 
यदाकदा इनमें कुछ बड़े आकार के कण भी मिलते हैं। - मा 


ऊपर वर्णित अध्ययन के आधार पर इन शैलों को 'माइक्राइट' की संज्ञा दी गयी है। ' - 
4? 6 क्‍ 
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चित्र 2. रोहतास चुना पत्थर ८ 90 


रासायनिक विश्लेषण 


चूना पत्थरों के रासायनिक संघटत की जानकारी उनको आथिक उपयोगिता के मूल्यांकन के 
लिये अति महत्वपूर्ण है। क्षेत्रीय चूना पत्थरों के रासायनिक विश्लेषण के लिये मुख्यतः प्रतिदर्श विगोषित 
संस्तरों से लिये गये हैं। प्रस्तुत शोध क्षेत्र की स्थिति दुर्गंग है। यहां न तो खुली खदानें ही विद्यमान हैं 
और न तो मार्म-परिच्छेद (70206 5८८४०४७) ही । वेधन (कत्राफंग्र्)) करके प्रतिदश इकठठ करने की 
सुविधा भी प्राप्त नहीं थी अ्रत: ब॒श्यांशों से प्रतिदर्श एकत्र करते समय इस बात का विशेष ध्यान रखा 
गया है कि वे सम्पूर्ण दृश्यांशों का उचित प्रतिनिधित्व कर सकें | 


फान चूना पत्थर तथा रोहतास चूना पत्यर में से प्रत्येक के आठ-आउठ प्रतिनिधि प्रतिदर्शों का 
रासायनिक विश्लेषण शापिरो एवं ब्राउनाक (959, 962) की विधियों से किया गय। तथा 00; फी 
प्रतिशत मात्रा वारन (962) विधि से ज्ञात की गई । इन चूना पत्थरों में गन्धक की प्रतिशत मात्रा कौ 
जानकारी के लिये गृणात्मक परीक्षण किये गये परन्तु कोई उल्लेखनीय परिणाम प्राप्त नहीं हुआ । ऐसा 
प्रतीत होता है कि दोनों हो क्षेत्रीय चुनापत्थरों में गन्घक की मात्रा शअ्रत्यल्प है। 


रासायनिक विश्लेषण से प्राप्त प्रमुख घटकों की औसत प्रतिशत मात्रा सारणी 2 एवं ४ में दी 


गई है । 


पश्चिमी सोन घाटी के का्बनिट अबवाद फ 24 
सारणी 2 


फान चूना पत्थर: रासायनिक संघटन (आठ विश्लेषणों का श्रौसत ) 


प्रमुख श्रीसत भार प्रमूखच. औसत भार 
आक्साइड प्रतिशत आक्साइड प्रतिशत 
(90 34-36 ?,0. 0-45 
४४० 22-]] प्‌४0, 0:33 
00, 24-97 (०0, 0-39 
50, 0-44 २०५० -26 
45,0, -85 छू,0 0-86 
एछ८0 0-78 घछ,0 055 
९,०04 -63 कुल योग 00-00 
सारणी 3 


रोहतास चुना पत्थर: रासायनिक संघटन (आठ विश्लेषणों का औसत) 





अशननलकनयन+ 





प्रमुख ग्रौसत भार प्रमुख झ्रोसत भार 
आक्साइड प्रतिशत ग्राक्साइड प्रतिशत 
05४०0 42-95 ?,0, 0-36 
४० 2-43 द पप0, 0-32 
00, 30-8] (70 0-30 
570, 5-52 ५७,० 0-92 
5,0. 3-24 7,0०0 0-77 
£#८( 0-6 छत,0 058 
7९,0०0; -64 कुल योग : 00-00 


अविलेय अवशेष 
.._ फान चूना पत्थर तथा रोहतास चुना पत्थर में से प्रत्येक के आंठ-आाठ प्रतिदर्शों के अ विलेय 
अवशेष ज्ञात किये गये । इसके लिये इन शलों के छोटे-छोट टुकडे करके एक निश्चित भार को .//0 
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हाइड्रोक्लोरिक अम्ल में डाल दिया गया। प्रक्रिया के परिणामस्वरूप बुदबुदे उठने लगे। कई दिन 
रखने के पश्चात्‌ जब नलिका से हिलाने-डुलाने पर भी बुदबुदे नहीं निकले, तब उन्हें छान कर अवशेष 
प्राप्त किया गया। प्राप्त अविलेय अवशेषों को आसुत जल से अच्छी तरह साफ करके सुखाया गया तथा 
उन्हें तौल कर प्रतिशत मात्रा ज्ञात की गई। फिर बालू, गाद तथा मृत्तिका की प्रतिशत मात्रा चलनी 
द्वारा विश्लेषण करके ज्ञात की गई। 


फान चूना पत्थर में अविलेय अवशेष की प्रतिशत मात्रा 0 से 43 के बीच पायी गई जो कि 
सामान्यतः: उच्च अविलेय अवशेषों के विद्यमान होने का द्योतक है । जिन प्रतिदर्शों में सिलिका की मात्रा 
अधिक रही है उनमें अविलेय अवशेषों की मात्रा मी अधिक प्राप्त हुई है । द 


रोहतास चूना पत्थर में अविलेय अवशेषों की प्रतिशत मात्रा £ से 25 के बीच पायी गई है। 
यह प्रतिशत मात्रा भी सामान्यतः उच्च ही है । 


इन शैलों में साधारणतः गाद तथा मृत्तिका की प्रतिशत मात्रा बालू से भ्रधिक है । 


विवेचना 
चना पत्थर का आर्थिक महत्व 


चना पत्थर औद्योगिक विकास की आधार पीठिका है। विभिन्न उद्योगों में इसका विभिन्न 
उपयोग है तथा इसकीं मांग दिनोंदिन बढ़ती जा रही है। इनका मुख्य उपयोग पोर्टेलेण्ड सीमेंट-निर्माण 
में है। भवन-निर्माण तथा सड़क पत्थर के रूप में भी इसका व्यापक उपयोग हो रहा है। लौह तथा 
इस्पात उद्योग में यह गालक के रूप में काम आता है । एक टन इस्पात उत्पादन में लगभग आधा ठन 
चूना पत्थर की आवश्यकता होती है। चुना पत्थर के निस्तापन से चुना तैयार किया जाता है। कागज, 
चीनी, वस्त्र तथा काँच उद्योगों और शझांगार प्रसाधनों में मी इसकी मांग है। यहां यह म्‌ृख्यत: पूरक का 
काम करता है। एक विशिष्ट प्रकार का चुता पत्थर मुद्रण और नक्‍काशी के काम में आता है। इनके 
अतिरिक्त यह रासायनिक वस्तुओ्रों के निर्माण तथा कृषि एवं खाद उद्योगों में प्रयवत होता है । कल्सियम 
काबनिट के पारदर्शी क्रिस्टल, जिन्हें आइसलेण्ड स्पार' कहते हैं, प्रकाशिक यंत्रों के निर्माण में काम 
आते हैं । | 


विशिष्टीकरण 


विभिन्न औद्योमिक प्रयोजनों में प्रयुक्त चूना पत्थर के आवश्यक गुणों के आधार पर मानक 
विशिष्टीकरण तैयार किये गये हैं। उदाहरणा्थ, कागज उद्योग के लिये विशुद्ध चूना पत्थर 
((4(/0,>95%) को आवश्यकता होती है जब कि सीमेंट बनाने लिये 75% 0८४००, वाले चुनापत्थर 
भी उपयोग में लाये जाते हैं। विमिन्न.उद्योगों में प्रयुक्त चूना पत्थर के विशिष्टीकरण सारणी ४ में 
दिये गये. हैं ।-.. बी द 
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क्षेत्रीय चूता पत्थर का महत्वथा सम्भावित औद्योगिक उपयोग 


प्रस्तुत क्षेत्र के काबोनिट शैलों के अध्ययन से यह ज्ञात होता है कि रोहतास चना पत्थर “अच्छी 
कोटि का कैल्सियम काबनिर्ट तया फान चुना पत्थर 'केल्सियम-में'नीशियम कार्बोनिट' (डोलोमाइट) 
है। इन शैलों के स॒क्ष्मदर्शीय अध्ययन, रासायनिक विश्लेषण तथा अविलेय अवशेषों के आधार पर 
इनके सम्भावित झऔद्योगिक उपयोगों की विवेचना नीचे प्रस्तुत की गई है । 


. सीमेंट उद्योग: पोर्टलेण्ड सीमेंट निर्माण के लिये उपयोगी चूना पत्थरों में 0०0 42% 
(न्यूनतम), १8४0 3%; 80, ॥4--5% (अधिकतम) तथा ?9,0+ !% (च्यूनतम) होना 
चाहिये । ये सभी गृण रोहतास चूना पत्थर में उपलब्ध हैं (सारणी 3)। अतः रोहतास चूनापत्थर 
सीमेंट निर्माण के लिये सर्वथा उपयोगी है। यहाँ यह इंगित करना असंगत न होगा कि इस क्षेत्र के 
लगभग 20 किमी० उ० पू० में 'चुक॑ तथा लगभग 5 किमी० द० पू० में डाला सीमेंट कारखानों में 
रोहतास चूना पत्यर प्रयोग में लाया जाता है। 


2. चूना उद्योग: गारा तथा प्लास्टर बनाने के लिये मुख्यतः ऐसे चूनापत्थरों का प्रयोग होता 
है जिनमें 70% 80, तथा “४४0० की मात्रा अत्यल्प हो । मृण्मय पदार्थ की मात्रा ।8--20% तक होने 
पर ये चूतापत्थर जलयोजित चूतरा' बनाने के काम आते हैं। रोहतास चुयापत्थर में ये समी गुण 
उपलब्ध हैं। अतः चुना बनने में इसका प्रयोग किया जा सकता है। यहाँ क्षेत्र के निकट चोपन कस्बे 
में चने के भट्ट हैं जहाँ इसी प्रकार चूना तेयार क्या जाता है। 


3. लोह उद्योग: हमारे देश में रूरकेजा इस्पात संयंत्र की वात्या भट्टियों में प्रयुक्त चूना 
पत्थरों के विनिर्देश नीच दिये गये हैं तथा तुलना की दृष्टि से उनके सामने रोहतास चूनापत्थरों के 
रासायनिक संघटन भी दिये गये हैं:--- | 


रूरकेला इस्पात संयंत्र रोहतास चूना पत्थर 
(वात्या भट््‌टी ) 
(4६९0 44-5% (न्यूनतम) 42-95% 
550, ]0% 87920% 
5]0, %, 3-24% 
७४० 3-5% 2-43%, 


इससे प्रतीत होता है कि रोहतास चूना पत्थर का प्रयोग वात्या भट्टियों में किया जा सकता है 
परन्तु इस्पात गलाने वाली दूकानों में प्रयुक्त चूना पत्थर में 570, की मात्रा % से अधिक नहीं होनी 
चाहिये, ञ्रत: रोहतास चुनापत्थर इस्पात निर्माण के लिये उपयोगी नहीं प्रतीत होता। 

4. कागज उद्योग: कागज उद्योग के लिये 080 45% (स्यूनतम) तथा 2४४० 3% से कम 


नहीं होना चाहिये । रोहतास चुूनापत्यर में 2७0 की मात्रा लगभग 48% और ?ै४०0 की लगभग. 
25% है। अनुसंघानशालाशों में कागज उद्योग में इसकी उपयोगिता पर प्रयोग वांछनीय है । 


250 राय अवधेश कुमार श्रीवास्तव तथा महाराज नारायण महरोत्रा 


5... काँच उद्योग: काँच उद्योग के लिये आवश्यक विनिदेशों के अनुसार रोहतास चूना पत्थर 
तथा फान चूना पत्थर तृतीय श्रेणी में आते हैं ॥ अत: ये चूनापत्थर साधारण काँच बनाने के काम में 
लाये जा सकते हैं । 


6. अन्य उद्योग: चमं शोधन, पेन्ट, रबर, साबुन, कृषि एवं खाद उद्योग, जल-उपचार 
इत्यादि उद्योगों के विशिष्टीकरणों की समीक्षा तथा क्षेत्रीय चूना पत्थरों के विभिन्न गुणों की तुलना से 
यह ज्ञात होता है कि उपयंक्‍्त उद्योगों में रोहतास चुनापत्थर उपयोग में लाया जा सकता है। इन 
उद्योगों में उच्च कैल्सियम चूनापत्थर की आवश्यकता फड़ती है तथा रोहतास चूतापत्थ< अतिशुद्ध 
कैल्सियम काबनिट है। 


उपसंहार 


क्षेत्र में किये गये प्रारम्मिक अनुसंधान से आशाजनक परिणाम निकले हैं। आवश्यकता है क्षेत्र 
के विस्तृत अध्ययन की तथा खाइयों और वेधन यंत्रों द्वारा गहराई से प्राप्त प्रतिदर्शों के विश्लेषणों की । 
तभी यहाँ की खनिज सम्पदा का ठीक-ठीक मूल्यांकन किया जा सकेगा। क्षेत्रीय खनिज सम्पदा के 
सदुपयोग के लिये आवश्यकता है आवागमन के साधनों की, जिनका यहाँ पूर्ण त: श्रभाव है । 


उपयृकक्‍त साधनों की पूर्ति पर यहां बड़े नहीं तो छोटे-छोटे उद्योगों की स्थापना की जा सकती है । 
क्षेत्र में खुली खदानों द्वारा चूना पत्थर प्राप्त किया जा सकता है तथा यथास्थान चूना बनाने की भट्ठियाँ 
चालू की जा सकती हैं, सीमेंट कारखाने खोले जा-सकते हैं तथा विशिष्ट किस्म का चूनापत्थर लौह 
उद्योग के लिये संरक्षित किया जा सकता है। इस प्रकार खनिज उद्योग को बढ़ावा देकर इस अविकसित 
क्षेत्र का विकास संभव हो सकेगा । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक प्रो० सुरेन्द्र कुमार अग्रवाल, अध्यक्ष, मौसिकी विभाग, काशी हिन्दू विश्वविद्यालय, 
का आभारी है जिन्होंने विभागीय प्रयोगशालाओों में कार्य करने की समुचित सूविधा प्रदान की तथा 
हमारा उत्साहवर्धन किया । 
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उत्तर प्रदेश में सड़क निर्माण के लिये कंकड़ का उपयोग 


आरण० एस० दिक्षित 
उत्तर प्रदेश पो० डब्लू० डी० रिसच इंस्टीच्यूट, लखनऊ 


[ प्राप्त--जून 6, 973 ] 
सारांश 


उत्तर प्रदेश के विभिन्न जनपदों की कंकड खदानों से कृकड़ के नमूने एकत्र किये गये और उनके 
भौतिक गुणपघम ज्ञात किये गये । इनके अन्तर्गत अ पघषेंण, संदलन, संघट्ट, जल अवशोषण, साद तथा 
मृत्तिका को मात्रा ओर बिटुमेन (डामर) के साथ आसंजन विशिष्टतायें प्रमुख हैं । यह ज्ञात हुआ कि 
स्वच्छ कंकड़ से आसंजक विशिष्टता अच्छी आती है। सड़क नि मणि के लिये इन गुणों के आधार पर 
विभिन्न कंकड़ों कौ उपयुक्तता का निर्देश किया गया है। 


39095(7४5 ८६ 


+ 5प्रतेए 60 प्रड९ ० छ्कार4०5 (07 #04वें 2ठ55६'>प्रटठत उंछ प.,ए. 99 5. 8. एड, 
एछ. 9. ए. ५४. 9. 7२6३5८४०८४ वंजडााप्पाट, । परटुता०एण. 


"77]68 0 इब्याद्द्वाल जला 20८०१ #0कऋा कारकिटा पृण"्टाएा65 6 वार्7गिकद्ा तांडाए- 25 
गाव जद्याद (९४८व ई0 प्रटदांक एाएशंटक 9709०-८25. एफ #प्रतेए १६5 "राप गग07 97079०7६८5 
67 €०ग्र४7प्रढाठा पद 88 ब-48709, ८#प्रश्धांप& फ्राएबटा, छशब्वांटाए बॉ0850797070, 507707८७५, &[5६ 
बात ९8५ टक्ांट्या बाते बतकदंठ्य टाब्ाबटाटतंआांट8 छाए जप), (९३० ६27०० 27८५ 
80006 ब्रदाटओआंत्त काक्राबटाटंजांट8 जय प्रा प्ाबय ध्थिमाप्था, तरबएांएश शाप बव00'6४६ 


6089. 70679८ातांग्रह; ०४ (४८ 9700०7025, +८ ध्पांबजञप।ए 0 एवां०पड देद्यास्ाड 07 ०0रड॑-प्रटांता 
798 2९८४४ 888८55८0 , क्‍ 


पक्की सड़कों के निर्माण में समुच्चय मिलावा या ऐश्रीगेट का प्रधान अंश तल तथा अन्त: 
आवरणों के लिये श्रावश्यक होता है। उत्तर प्रदेश में इस कार्य के लिये कंकड़ ही प्रमुख मिलावा के रूप 
में प्रयुक्त होता रहा है। आथिक दृष्टि से तथा उपलब्धि की दृष्टि से दूर से लाये जाने वाले पत्थरों की 
अपेक्षा स्थानीय स्रोतों से प्राप्त अच्छी किस्म का कंकड़ इस कार्य के लिये उपयुक्त मित्रावा माना जाता 
रहा है। कंकड़ के मार्गों के ऊपर पत्थर का दृढ टिकाऊ परत लगाना उत्तर प्रदेश में सामान्य प्रथा 


रही है । 


954. आर० एस० दीक्षित 


पहाड़ी इलाकों को छोडकर कंकड़ उत्तर प्रदेश के सभी जिलों में पाया जाता है | इसके विशाल 
निक्षेप तराई क्षेत्र में पाये जाते हैं। ये अधिकांशत: चिकनी मिट्टी में पाये जाते हैं। इन निक्षेपों की 
गहराई कुछ फीट से लेकर लगभग बीस फुट तक रहती है । इस प्रदेश में कंकड़ की जो किसमें पाई जाती 
हैं (.,] वे हैं--त्रल या खण्डक (व्जाक), बिचुवा तथा कंकरी। सिलिका (ब्लाक) काफी मोटाई 
के शतत संस्तर के रूप में पाया जाता है। बिचुवा के निक्षेप लगभग । से ” सेमी० की 
ग्रंथकाओं के रूप में पाये जाते हैं। जो ग्रंथियाँ ! सेमी० से छोटी होती हैं वे कंकरी कहलाती हैं । 
बलूही मिट्टी में पाया जाने वाला कंकड़ बलुहा कंकड़ कहलाता है। कंकड़ की कच्ची बलुही किस्म 
को पटिया (स्लेब) कंकड़ भी कहा जाता है। 


कंकड़ के भौतिक गणधर्म उतके स्रोत तथा निक्षपणा की अ्रवधि के अनुसार परिवर्तित हो सकते 
हैं। सड़क निर्माण में संलग्न इंजीनियरों के लिये ऐसे गुणधर्मों का अत्याधुनिक ज्ञान अत्यन्त सहायक 
हो सकता है। इस दृष्टि से उत्तर प्रदेश के विभिन्न जिलों की खदानों से कंकड़ के नमृते एकत्र किये गये 
और उनके भौतिक थुणों की परीक्षा की गई । इस अध्ययन में निर्माण कार्य के लिये उपयोगी शुणधर्मों 
का विवरण दिया गया है--यथा अपधर्षण, संदलन, संघट्ट, जलअवशोषशणा, निर्दोषता, साद तथा मत्तिका 
की मात्रा और विटमेन (डामर) के साथ आासंजक विशिष्टताये । 


प्रयोगाध्मक 


परीक्षण के लिये नमृनों का एकत्रीकरण 

इस ग्रध्ययत के लिये कंकड़ों के नमूने इंजीनियरों के माध्यम से सड़कों के किनारे पड़े ढेरों से 
प्राप्त किये गये । उत्तर प्रदेश के विभिन्न जिलों से प्रत्येक नमूने का लगमग ]00 किग्रा० एकत्र किया गया। 
सारणी ! में उन जिलों के नाम दिये गये हैं जहाँ से नमने प्राप्त किये गये । 


प्रयोगशाला परीक्षण 


सड़क मिलावा के लिये अत्यन्त महत्वपूर्ण गुणधर्मों का निश्चयन भारतीय तथा शअ्रन्य मानक 
परीक्षण विधियों द्वारा किया गया । ये गुणवर्म हैं--अपधर्षण प्रतिरोध, संदलन, विशिष्ट घनत्व, संघट्ट, 
आसंजन तथा जल अवशोयरण । इत विधियों क। संक्षिप्त वर्णन किया जा रहा है । 


लासएंजील की अपधघर्षण परीक्ष 


द यह परीक्षण लास एंजील की मशीन द्वारा सम्पन्त किया गवा। इसकी परीक्षण विधि इण्डियन 
स्टेडडेंस 2386-963 में उल्लिखित है । इस स्टैंडर्ड के ए ग्रेड के लिये नमूने के 5000 ग्राम मार की आव- 
इयकता होती है जियमें 8 -/, 7 "३, ३-7, 4/“--3/8” वाले प्रत्येक प्रमाज की 250 ग्राम 
मात्रा को 5000--25 ग्राम भार वाले 2 इस्पाती गोलों के साथ 200 बार घृमाया जाता है। बी-एस 
चलती 0(॥ 8 चलती !70) पर जो चूर्णो बच रहता है उसे ज्ञात करके 'अपघर्षण मान” निकाल लिया 
जाता है । 


सड़क निर्माण के लिये कंकड़ का उपयोग 255 
मिलावा संदलन परीक्षण 


इसमें 6” व्यास वाले सिलंडर के भीतर 3३”-8/”” आकार की पत्थर की चैलियों को 4/” 


गहराई तक भर कर बोक को 40 टन तक बढ़ाया गया । फिर बी०-एस० चलनी 7 (78 चलनी 
240 ) से निकल जाने वाले कणों को ज्ञात करके उन्हें 'मिलावा संदलन मान! रूप में व्यक्त किया गया । 


समिलावा संघट्ट परीक्षण 


बी-एस 82-252 तथा भारतीय मानक 2886,963 के अ्रनुसार यह परीक्षण किया गया । 
2” --8” आकर की पत्थर की चेलियों को 4” व्यास वाले प्याले में रखकर !5” की ऊँचाई से गिरने 
वाले 30 पौंड हथौड़े को 73 वार गिराया गया। फिर बी-एस 7 (7 5 चलती 240) से गुजरने वाले 
कणों का प्रतिशत ज्ञात करके 'मिलावा संघट्ट मान' के रूप में व्यक्त किया । 


जल अ्रवशोषण परीक्षण 


भारतीय मानक 2386-63 में वर्णित विधि से यह परीक्षण किया गया । 7--३ आकार के 
ऊष्मक' शुष्क मिलावा घान की तीन किलोग्राम मात्रा को आसुत जल में 24 घण्टों तक सिक्त रखा गया 
और फिर अवशोषित जल का प्रतिशत ज्ञात कर लिया गया । 


साद तथा मसृत्तिका की मात्रा न्‍ 


ऊष्मक शुष्क नमूने की । किलोग्राम. मात्रा को नल के जल से भलीभाँति धोया गया जिससे 
कंक ड़ों की सतह पर एक भी साद-मृत्तिका कण न लगे रहें। फिर इस धुले नमूने को ऊष्मक में 
0 -:- 2? से० पर 0 घंटे तक या रात भर सूखने दिया गया और तब ठंडा करके भार ज्ञात कर लिया 
गया । इस प्रकार धोने से जो क्षति हुई वह साद तथा म्‌त्तिका की मात्रा बताती है । 


निर्दोषता परीक्षा 


इसके लिये ग्राई० एस० 2386--963 में वणित विधि अपनाई गई। । किलो घान [लत 
67% तथा ३-8“ 33%) लेकर ऊष्मक में सुखाकर नमूने को ४०५50, के संतृप्त विलयन में डुबो दिया 
गया और रात्रि मर इसी तरह रहने दिया गया । दूसरे दिन धान को अच्छी तरह धोकर के 00* से० 
पर 3-4 घंट सुखाया गया और फिर ठंडा होने दिया गया । इस प्रकार एक चक्र पूरा हुआ । इस तरह के 
]0 चक्र पूरे किये गये । अन्त में घान को धोकर ४५४5०, से मुक्त किया गया और पुतः सुखाकर 
चलनी सं० ॥5 8 मिमी० आकार से च।ल कर ऊपर बचे भ्रंश को तौल लिया गया। भार में जो क्षति 
हुईं उसे प्रतिशत के रूप में ज्ञात कर लिया गया । 


आसंजन परीक्षग 


नमूनों के आसंजन परीक्षण के लिये जलनिमज्जन परीक्षण किया गया । कंकड़ के १” -- 3 
आश्राकार के धोये तथा ऊष्मक में सू खाये नमूने की 00 ग्राम मात्रा को गरम करके मिलावा के भार की 
९? 8 
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फ़ऱि 


सड़क निर्माण के लिये कंकड़ का उपयोग 


घट) 
(४) 


ध्ट् 


छठ 


0-20'3 


]:-0- /' 0 


॥१/) 
(्च 


3:5- 


घन 


अगुत 


९०) 


चुत 


८) 


(7) 
प्च 


2/*6 


(4 ] 


4..0 


प्र 
(४) 


| ॥ 
प्च 


0, 23'0 


देवरिया 


7. 


ए) 


(47 


(०5 


8-] 


६) 
0. 


| 


3-:6-9'2 


/9- *8 


8:0-8*] 


प्च 
च्नुं- 


| 


एप 


| 


| 


] 


(०) 
चुत 


287 


अलुत 
पथ 


४४ 80:2 


अभुत 


28-65 


| 
चश्मे 


च्च्युच 


4 । 


यु 


8 8-25-7 


(+4% 


407 


| । 


4 


238 


जब का 
रू 
कि 


विवरण 


रत विशेष 


के 


ली के अध्ययन प॑ 


शै्‌ 
आधा: 


निर्दोषता 

गैक्षण 
[,5३०, के 
साथ 0 चक्‍- 
कर के बाद 


हे 


हे 


आसजन 
प्राक्षण 
लत 


' मेक्‍्सा फा 
80/00 


मत्तिका की 
मात्रा 


] 


जल 
अवशोषण 
हा 


न 
गे 


सुक्ष्मकर्णा 
का % 


समुच्चय 
मान संघट्टमा 


चय 


मठ 
का % 


मर 
चर 
सुक्ष्मकणों 


े््ह 


जील से 
सुक््मकणाा। 


का अपघषणा संदलन 


एं 
का % 


लास 
जिला 


क्रम 
संख्या 


विपट्टन 


में क्षति% 


कह 
| 4 
है] 


भा 


0 


(9 


चुन 


प्प 


ग्रार० एस० दीक्षित 


हे त्च 
आम । 
०) 
क 
०३ 20 ७ ०2 
० ८ (८) ०] 
हा 
०] 
हल ० ०० 
0) 7 ८ 55 
छ्मवन्म् 6 कल हल्कहववू 
हि 
ध्च 
«| 
2 ८९१ 5०७] 
5 5 ८०5 ह 
व्प व्य ्ू्ू हा 
५) 
८5 
आन 
हे 
८० ४४) ०० 
 ] ल्‍ [सडक । स् 
लूहीदि हि 
< £9 ० ४ 
४ 
509 


ग 


40, 
[. 


35 22*3 


५ ] 


0 


लग 
च्य्‌+ 


5*5 


206 


# कद 


/*5 


चुन 


]6*9 


0०) 
"्च 


0 27-35 


खीरी 


3, 


| 


| । 


श्च्च ्य 


ट्यच प्प 


]6./ 


| 


20*] 
/'0 20:]- 
4 


८५ 
०? ०० 
(20० 
ण्प लय "थे 


<, £7 (० 


कानपुर 


0 


5, 


259 


उपयोग 


ये कंकड का 


निर्माण के लिये 


क़् 


सड़क 


| $40 (# फः ॥। ठ ठ़ ढ़ 6 झा 0 
#0॥०0 272 € ६, +0*9-५:6+ [5-90% ८४-9-8-5 [-95-0दकद *98-5-6 ५%४२-0-४६ ६8 
। 
(£ 4+8(0 ।2[॥8 /)»।२] ,. दा +20०५ 4्दा 0-6 ५९ [89.0८ 9.58 ए 2॥2९४ 
६ 8] ६ & 0 
३ 0.5-9:.5 का-५-0 96-0- 8./] 9 
हु ठ्क 8 । [ठद. #अऋचठदफ ४७४।)२ ४ 
॥। द द दि ठद) 
पद] /9:8-9८.5 ५प--8 5:0-.6 £58-0-द ६ 
प्ठ् 98 ह््का ६.05 0-/5 ए 4)2१/४२॥० 
[ | | 0 
श््द ५/.०] 80.५9 6द:6 ६ 
॥ 4; (््द ५/.0[ 80:५| ५2८:6 29% 
/0 
0.28 
के बडा ० सिर ४0३४ न 0.58 पर 2]॥०]2]9 9 
॥/ 0 | ठ 0्ट 8 ऊंट 2 
#/.9-8%-6 77 क0.0॥ &-#-प॥१ 9965-06 0:68-0./0॥ ५.७/0-ट८5 ६ 


5 [ 
पह +09.0%# . 97-95 89क [ध. 86-86. 9-5 ए ५६॥2/902 


260 ग्रार० एस० दीक्षित 


मात्रा 80/00 प्रभेदन ग्रेड विटुमेत की सिलाई गई । इसके बाद 250 मिली० बीकर में भरकर लगभग दो 
घंटे तक कमरे के ताप पर ठंडा होने दिया गया । फिर बीकर में नमूने के ऊपर लगमग 2' की ऊँचाई 
तक पानी मर दिया गया । इसके बाद «कर को 40? पर एक उष्मक में 24 घंटे तक रहने दिया गया। 
दूसरे दिन कंकड़ के टुकड़ों से छूटी हुई पटिद्रकाओं का प्रतिशत आँख से देखकर ज्ञात किया गया । इस 
परीक्षण में एकसाथ दो नमूने प्रयुक्त किये गये । 


शेल रचना परीक्षण 


शैल रचना परीक्षण भारतीय मानक 2386 (माग 8) 963 के अनुप्तार किया गया। 
कंकड़ों के वर्गीकरण के लिये मेगास्कोपीय ग्रध्ययन किया गया । खनिज के बड़े कणों के लिये यथा 
कैल्पाइट क्वार्टज आदि के लिये स्लाइड तेय।र किये गये । 


यांत्रिक गुणों पर आद् करने का प्रभाव 


चंकि वर्ष के अधिकांश समय में कंकड़ आदर रहता है भ्रतः सम्भव है कि शुष्क अवस्था में किये 
गये यांत्रिक परोक्षण क्षेत्रीय आचरण के साथ उत्तम सहसम्बन्ध न प्रदर्शित कर सकें | फलत: प्रारम्मिक 
तीन परीक्षणों को आदर अवस्थाओं में, 2/ घंटे तक सिक्त रखने के बाद सम्पन्न किया गया । ऐसे परिणाम 
सारणी 2 में अंकित हैं । 


परिणाम तथा विवंचना 


सारणी । में नमूनों की संख्या तथा यांतिक गुणों, साद तथा म॒त्तिका मात्रा, निर्दोषता और 
ग्रासंजन परीक्षण से प्राप्त मानों के परास तथा औम्तत दिये हुये हैं । परिणामों से स्पष्ट है कि कंकड़ों के 
परीक्षण मान एक खदान से दूपरी खदान में परिवर्तित होते हैं जो सम्भवतया कंकड़ों के संघटन, 
उनके बनने की विधि तथा मुल मिट्टी की प्रकृति और पारेपक््वता की कोटि के कारण हैं । 


सारणी ; में समाविष्ट शैल रचना अध्ययन से पता चलता है कि जिन कंकबड़ों में क्वाटंज के छोटे 
तथा उपकोणीय कण होते हैं उनकी किस्म बड़े आकार के क्वाटूज तथा अम्रक के कणों से युक्त कंकड़ों से 
अच्छी होती है । 


सारणी 2 से विदित होता हैं कि आद्र करने पर कंकड़ के अपघर्षण मान घट जाते हैं जो कंकड़ के 
साथ लगी हुई मृत्तिका के स्तेहन गुणधर्मं के कारण हैं। लेकिन देवरिया जिले की कसिया की ताजवालिया 
खदान तथा हरदोई जिले की चौंधिखा खदान के कंकड़ों का अपधषंणा मान बढ़ा है जो कंकड़ों की बलुही 
प्रकृति के कारण स्नेहन के अभाववश हो सकता है । 


आदर होने पर सभी कंकड़ों के संदलन मानों में वृद्धि देखी गई जिसका कारण यह है कि जल 
शोषण के बाद कंकड़ मुलायम पड़ जाते हैं। यही प्रवृत्ति संघट्ट मानों में मी पाई जाती है । यह वृद्धि 
कंकड़ नमुनों में मधुमक्षिका के छत्ते जेसी रचना की उपस्थिति के कारण है । 


सड़क निर्माण के लिये कंकड़ का उपयोग 26] 


निर्दोषता परीक्षण के समय कंकड़ का कच्चा अंश तथा संलग्न साद और म॒त्तिका अंश आसानी से 
विलग हो जाते हैं। फलत: यह परीक्षण सड़क की सतह पर कंकड़ विछाने पर सम्भावित मौत-रासायनिक 
अपक्षय के फलस्वरूप विघटन के सम्बन्ध में अनुमान का सूचक है । 


कंकड़ों में चुनायुक्त पदार्थ होने के कारण अधिकांश नजूनों के आसंजन परीक्षण उत्तम रहे 
क्योंकि चूनायुत पदार्थ डामर के साथ मलीभांते आसंजित हो जाता है । 


सारणी 2 से विदित होता है कि सड़कों में मध्यम यातायात के अन्तगंत 4-5 वर्षों तक और 
भारी यातायात के अन्तगंत 2-3 वर्षों तक कंकड़ चलता है। शुष्क अवस्था में सत्तोषजनक क्षेत्रीय सम्प्र- 
योग के लिये यांत्रिक गृणधर्मों के मान सामान्यतः इस प्रकार पाये गये-अ्रपधर्षण मान 35, मिलावा 
संदलन मान 37 तथा मिलावा संघट्ट मान 23 । कंकड़ों में जल अवशोषण 3५% से अधिक नहीं होता 
अत: क्षेत्रीय आचररणा सनन्‍्तोषजनक पाये जाते हैं । 


र 


कंकड़ों की सतह का अपक्षय इसलिये होता है कि कंजड़ों में मध्‌मक्खी के छत्ते जैसी संरचना 
होती है, प्ृष्ठीय वयन भ्रसमान होता है और मृदु खनिज पाये जाते हैं जिससे संदलन प्रतिरोधकता 
निम्न कोटि की रहती है, यातायात होने पर कंकड़ की ऊपरी सतह पिस कर धूल में परिणत हो जाती 
है। आदं रहने पर विघटित पिड तथा छोटे छोटे कंकड़ खण्डों से अ्रच्छी तरह बँध जाते हैं किन्तु सूखे 
मौसम में तेजी से चलने वाली टायरदार गाड़ियों के द्वारा धूल के रूप में ऊपर उड़ने लगते हैं। इस 
प्रकार लगातार घर्षित होने से कंक्रड़ की मोटाई घटती जाती है। फिर वर्षा के दिनों में विघटित पिंड 
धघुलकर बह जाता है जिससे रंघ्रता बढ़ जाती है और अन्त में सड़क की सतह ऊत्रड़-खाबड़ हो जाती है । 


निष्कर्ष 


. यांत्रिक गुणधर्मों के आधार पर कंकड़ों को निम्नांकित प्रकार से वर्गीकृत किया जा 
सकता है : 


अपधघर्षण म न संदलन मान संघट मान 
कंकड़ की किस्म हि -- टि+---3 ; (७ 

शुष्क आद्ें शुष्क आदर ग्राद्र शुष्क 
उत्तम (से अधिक नहीं ) 25 26 20 25 22 95 
गौसत है 35. $5 30 95 27 30 
निम्न (से अधिक) 35. 95 30 35 7 30 


2. सड़क के लिये कंकड़ों की उत्तमता का श्र॑ष्ठतर भनुमान आदर परीक्षण से हो सकता हैं, 
शुष्क परीक्षण से नहीं । 
3. कंकड़ स्वच्छ होंने पर बिटुमेन के साथ उत्तम भ्रासंजन गुण प्रदशित करता है । 


4. कंकड़ से बनी सड़क -5 वर्ष तक चलती है। 
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क्रमांक 


0., 
], 


जिला 


आगरा 
बस्ती 


किया (देवरिया) 


फेजाबाद 


गोला 
गोरखपुर 


हरदोई 


कानपुर 
लखनऊ 


राय बरेली 
सीतापुर 


खदान का नाम 


हिरनेर 
परसोनिया 
लंगड़ा पारसा 
बेन सहियाँ 
ताजवालिया 
बाक-कटिया 
परसोना 
बेलावर 
जमुना 
सरजेमदेई 
रामतगर 
गौजरी 
गोकन 
भीखमपुर 
खँदान हरपुर 
बरगधी 
बरईपुर 
बलेहरा 

चंदन खेड़ा 
बिरहीमपुर 
नेराडा 
कोढ़ारा 
बहादुरपुर 
करबिंगवाँ 
नगवामऊ 
धनवा बाल 
अमेरिया खदान 
सरबहानपुर खदान 


सारणी 2 


उत्तर प्रदेश के कुछ कंकड़ीं क। भिगोने पर 


ग्रपधषंण परीक्षण मान 


0) १4 
अर हे 


3022 ४६ जिन _अरमभाकपाननम्भकक, 


वा 


शुष्क 
20-00 
2]-0 
(020) 
2/:0 
22520 
24'8 
4 
22-75 
020) 
00 
2095 
2455 
2220 2२) 
34-85 
403 
23-75 
427"0 
27*3 
26-3 
29*5 
243 
2%4' 735 
27-0 
26-86 
22" 2 
2090-35 
2[.00 
]7*-73 


बन रु 
आाद्र 


2) 
20-35 
7*0 
20*35 
2575 
2]*0 
24"0 
22*7 
हक 0: 
20 //0७ 
24-23 
9-/ 
8"3 
४0-35 


23-6 
24*8 
८72.) 
29-0 
हक 
“7 208) 
2*25 


#77 
शुष्क 


3 8 
2*%5 
6.0 
22*6 
8-4 
24-09 
246 
25*0 
4 कई 
22-95 
]8-:00 
]8-] 
22' 75 
27-8 
200) 
2070 
20:/ 
4 | 0) 
2 / 
[9-9 
20-2 
4"45 
20-0 
20-0 
7-0 
20-8 
89:0 
3-0 


नज-+०--+- 


परीक्षण 


समुच्चय का संदलन मान 


आदर 
30-9 
2/*3 
40350) 
28:6 
26:65 
209-0 
28-2 
30:0 
2/*3 
26.0 
20*35 
22:25 
26.00 
30.7 


“25*0 
208 205 
282 
34-*5 

4८3 
28625, 

23-0 


सड़क निर्माण के लिये कंकड़ का उपयोग . 263 


याँत्रिक परीक्षण मानों तथा स्थलीय प्रकृति पर प्रभाव 


सान 


समुच्चय प्रदायक परीक्षण जल 
अवशोषण % 


स्थलीय प्रकृति के सम्बंध में विशेष सूचना 


429. 


शुष्क आद्े 
2*-0 7:25 5] 
]5-76 8-6 4-0 सनन्‍्तोषजनक 
४ कि 4-0 
3-7 ]7*59 2:65 
]-55 ]4*48 30 
]5-:05 2]:2 859 
3-4 9-88 3-5 
]3:04 ]3-2 2-5 
:0 ]3-6 3*75 
2*] 7*6 2:95 
]-85 4*3 5-25 
7-9 8*45 3-6 
]9:25 ]9-45 3-75 सन्‍्तोषजनक आचरण 
]9:7 23-45 5.9 सन्तोषजनक तथा मध्यम गुण | नवीन सतह लगभग ४ वर्षों तक 
चलती है । 
]4-3 कर 4-75 कच्ची किस्म का कंकड़ 
06*-] 8:35 203 | 
7:6 20:65... 40 
]4"9 ]7-65 3.0 
2] 77 25.9 5.0... सस्तोषजनक किन्तु !2 पौंड के दरमुस ढ्वारा ठीक से बठता नहीं। 
! वर्ष बाद सतह ऊबड़-खाबड़ हो जाती है । 
2:0 22-5 5-2. कोई ऊबड़-खाबड़पना नहीं दिखता, सन्‍्तोष जनक । 
]8:0 ]8-4 407: 
]]-5 9:0 4-0 अच्छी है और आचरण भी अच्छा है । 
प्रतिदिन लगभग 300 टन के औसत यातायात के अन्तर्गत लग- 
7-5 4-8 भग 4 वर्षों तक टिकाऊ। 
]6:0 4.2 सड़क पर ठीक चलता है। 
]:0 5.0 कम यातायात होने पर अत्यन्त सन्‍्तोषजनक । 
20*7 4-5. कृंकड़ ठीक आचरण करता है । 
3:0 3.3 सन्‍्तोष जनक । 
0-5 4.0... कम यातायात में ठौक से काम करता है। सूखे मौसम में खण्ड- 


खण्ड होने की प्रवृत्ति जिससे सतह बराबर नहीं रह पाती । प्रतिदिन 
500 टन यातायात वाली सड़क के लिये अत्यन्त उपयुक्त । 
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5. बड़े बाल के कणों से युक्त अथवा कच्चे कंकड़ के यांत्रिक गुणधर्म निम्न कोटि के होते हैं । 


6. सडक बनाने के लिये निर्दोषता परीक्षण अच्छा है क्योंकि भौत-रासायनिक विघटन का 
अनुमान लगाया जा सकता है। द 

7. सामान्य यातायात के लिये कंकइ उप शगी हो सकता है किन्तु जिस विधि से कंकड़ का 
अपक्षय होने से ऊबड़ खाबड़ सतह बनती है उसे देखते हुये डामर के साथ मिलाकर इसका उपयोग 
संस्तुत किया जाता है। भारी यातायात के अन्तगंत कंकड़ को आन्तरिक परत के रूप में प्रयुक्त करना 
चाहिए । तदनुसार हमने उपयुक्त मानों के आधार पर सड़क निर्माण के लिये निम्नांकित विनिर्देश 


प्रत्तावित किये हैं । 


वैक्षण का बिना डामर के डामर युक्त 
53% कर 0५. 8. १४. ५५. 8. थ. 
अ्पघरषण मान (आदर) 30 अधिकतम 35 अधिकतम 
संदलन मान (आदर) 39 37 

संघट मान (आदर) 28 30 

जल अवशोषरण 5 5 

निर्दोषता परीक्षण में भार में क्षति ]5 ]5 


लेखक ने उत्तर प्रदेश के ग्रेताइट बालू पत्थर, क्वार्टजाइट तथा ईट के कत्तलों के साथ भी ऐसे ही 
प्रयोग किये हैं । 
'कृतज्ञता-ज्ञापन 
लेखक इंस्टीच्यूट के डाइरेक्टर डा० ए० के० चटर्जी तथा भौभिकी विभाग, लक्षतऊ विश्वनिद्यालय 
के भ्रध्यक्ष डा० आर० सी० मिश्रा का गत्यन्त कृतज्ञ है जिन्होंते मार्गदर्शन किया । प्रयोगों में सहायता 
पहुँचाने के लिये श्री ए० एन० सिंह भी धन्यवाद के पात्र हैं । 


निर्देश 

], नील एन० आर० । )58070६ 082०:८८८०5 ० ए. ?. भाग 32, पृ० 22. 

2. हाउंडर, डब्लू० पी०। एगाब्टपंग्य बयवे ए0ऋ5०ॉंवब्रपंठत ० ९ 
पृ० 75-94. 

3, भारतीय मानक । ...... 2386 : भाग ख से णाा. 

4. इंडियन रोड काँग्रेस । ह पृद्ञाबराएट 5ए०टणंगिटए०ा 07 आंग्रढ/०2 204 
छापफ्णांग्रणप्$5 $परा98०९८ 97258५72 

8. रोड रिसचं मोनोग्राफ सं० 5। 

6 पी०. डब्लू० डी० रिसचे इंस्टीच्यूट की वाषिक रिपोर्ट 957-69 । 
7« उप्पल, एच० एल» तथा महेन्द्र सिह । [. 5. ॥. 8०४७, 74(5). 


लेखकों से निवेदन 


विज्ञान परिषद्‌ झ्नुसन्धान' पत्रिका में वे ही प्नुसन्धान लेख छापे जा सकेंगे, जो भ्रन्यत्र न तो छपे हों 
झोर न भागे छापे जायें । प्रत्येक लेखक से इस सहयोग की आशा की जाती है कि इसमें प्रकाशित 
लेखों का स्तर वही हो जो किसी राष्ट्र की वेज्ञानिक अनुसन्धान पत्रिका का होना चाहिए ॥ 

लेख नागरी लिपि और हिन्दी भाषा में पृष्ठ के एक ओर ही सुस्पष्ट अक्षरों में लिखे श्रथवा टाइप किये 
भ्राने चाहिए तथा पंक्तियों “बीच में पाइर्व में संशोधन के लिए उचित रिक्त स्थान होना चाहिए । 
प्ंग्रेजी में भेजे गये लेखों के अनुवाद का भी कार्यालय में प्रबन्ध है। इस श्रनुवाद के लिये दो 
रुपये प्रति मुद्रित पृष्ठ के हिसाब से पारिश्रमिक लेखक को देना होगा । 

लेखों में साधारणतया यूरोपीय अक्षरों के साथ रोमन अंकों का व्यवहार भी किया जा 
सकेगा, जंसे ८ 7८((7४)६ श्रथवा ०3.) इत्यादि। रेखाचित्रों या ग्राफों पर रोमन अंकों का 
भी प्रयोग हो सकता है । द 

ग्राफों और चित्रों में नागरी लिपि में दिये आदेशों के साथ यूरोपीय भाषा में भी आदेश दे 
देना अनुचित न होगा | 

प्रत्येक लेख के साथ हिन्दी में श्रोर अंग्रेजी में एक संक्षिप्त सारांश ($प्पण्णथाण) भी झ्ाना 
चाहिए । अ्रंग्रेजी में दिया गया यह सारांश इतना स्पष्ट होना चाहिए कि विदेशी संक्षिप्तियों 
(305:74८03) में इनसे सहायता ली जा सके । 


प्रकाशनाथे चित्र काली इंडिया स्याही से ब्रिस्टल बोर्ड कागज पर बने आने चाहिए। इस पर 


.. अंक और श्रक्षर पेन्सिल से लिखे होने चाहिए | जितने श्राकार का चित्र छापना है, उसके दुगने 


ग्राकार के चित्र तेयार हो कर श्राने चाहिए। चित्रों को कार्यालय में भी श्राटिस्ट से तेयार 
कराया जा? सकता है; पर उसका पारिश्रमिक लेखक को देना होगा । चौथाई मूल्य पर चित्रों 
के ब्लाक लेखकों के हाथ बेचे भी जा सकेंगे ।९ 

लेखों में निर्देश (/२०(८०८००८४) लेख के भ्रन्त में दिये जाय॑ंगे। 

पहले व्यक्तियों के नाम, जनेल का संक्षिप्त नाम, फिर वर्ष, फिर भाग (४०ए८ण्ा०) झौर 
प्रन्त में पृष्ठ संख्या । निम्न प्रकार से-- हु 


फॉवेल, श्रार० आर० और म्युलर, जे० । जाइट फिजिक० केमि०, !928, 50, 80॥ 


प्रत्येक लेख के 50 पुनर्मुद्रण (रिप्रिण्ट) बिना मूल्य दिये जायँगे। इनके भ्रतिरिक्त यदि भौर 
प्रतियाँ लेनी हों, तो लागत मूल्य पर मिल सकेंगी । 


« लेख सम्पादक, विज्ञान परिषद्‌ प्ननसन्धान पश्चिका, विज्ञान परिषद्‌, प्रयाग”, इस पते पर 
5: : आने चाहिए.। आलोचक की सम्मति प्राप्त करके लेख प्रकाशित किये. जाएँगे. | 


ऊ पे 


प्रधध सम्पादक 


प्रवान सस्पादक 


स्वामी सत्य प्रकाश सर स्जंती 9०277 837५2 77995 99759 ्रदवा[ 


<॥6 £६600॥ 
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